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摘    要 

薄壁结构凭借其轻量化、大跨度、造型灵活等方面的优势而被广泛应用于诸多重大

工业装备中。对薄壁结构进行优化设计能够降低装备成本、增强服役性能、提高材料利

用效率，因此长期以来始终是工业装备研发过程中的关键研究课题。结构优化设计主要

分为尺寸优化、形状优化和拓扑优化，其中拓扑优化设计自由度最大、具备“无中生有”

的能力，符合工程中所需的创新型设计的需求，从而受到了学术界的广泛关注和深入研

究。然而，薄壁结构通常具有复杂的曲面几何特征，这无疑给拓扑优化方法的应用带来

了挑战。 

本文围绕复杂曲面薄壁结构的拓扑优化这一核心问题，通过共形参数化、曲面切割

操作和多面片拼接等技术处理几何模型的复杂性，基于壳体模型和实体模型进行力学建

模，采用显式的移动可变形组件法描述材料布局，形成了“曲面映射-平面设计”的研究

思路，针对不同工程需求开展了多方面的工作，主要包括以下三部分的内容。 

1、基于移动可变形组件法和共形参数化技术，构建了一种适用于壳体模型的显式

拓扑优化算法，实现了复杂曲面上材料布局的高效描述和优化。壳体模型兼具少量自由

度和较高求解精度等优点，因而被广泛应用于薄壁结构的力学建模中。显式的移动可变

形组件法具备设计变量少、收敛速度快、无须过滤操作等优点，但应用于壳体模型将面

临在复杂曲面上定义和优化组件的挑战。为解决该问题，本文引入共形参数化技术，映

射壳体模型中面得到相应的平面参数域，在平面内构建组件并逆映射回原始曲面、形成

薄壁结构的材料分布描述。为提升算法处理复杂几何的能力，本文进一步集成了曲面切

割操作和多面片拼接技术以应对一般化的曲面模型。在具体结构优化问题求解时，本文

采用了“物理空间分析-参数平面设计”的策略，数值算例验证了所提算法的有效性和对

复杂曲面薄壁结构进行材料布局优化的能力。该工作一方面实现了薄壁结构的拓扑设计，

另一方面为后续工作提供了基础的研究思路。 

2、基于嵌入式形貌和样条组件描述，提出了一种新型的形貌设计方法，拓展了提

升薄壁结构性能的途径。受几何诱导的各向异性现象启发，本文将曲面形貌变化引入薄

壁结构设计中，作为一种特定的优化手段来增强结构刚度。为实现薄壁结构的形貌设计，

本文基于拓扑优化的思想，采用移动可变形组件法和嵌入式形貌描述方法刻画定义在曲

面上的形貌变化。考虑到优化过程中设计域的实时变动，本文引入形状灵敏度分析方法

推导了结构响应的灵敏度公式，并通过有限元离散得到了具体的计算方法。数值算例验

证了形貌作为一种结构特征增强刚度的能力，以及所提方法的有效性、高效性和设计薄

壁结构形貌的能力。 
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3、发展了一种基于实体模型的薄壁结构显式设计方法，采用移动可变形组件法实

现了拓扑优化、加筋优化与夹芯层优化问题的统一建模与求解。壳体模型通常基于特定

的假设建立，一方面通过自由度缩减的方式提高了模型的效率，但另一方面也从厚度层

面限制了模型的应用范围和边界条件的施加。相比之下，实体模型不受壳体假设约束，

在边界条件施加、多类薄壁结构设计问题的统一建模方面具有优势。因此，本文基于曲

面组件描述方法和投影操作，提出了一种新型实体组件，并通过厚度坐标实现多类设计

问题的统一建模。问题求解方面，本文提出了一种基于偏置操作的实体网格生成技术来

简化材料分布的计算，并通过集成的自由度删除技术有效地提升了优化问题的求解效率。

数值算例验证了该方法处理边界条件的优势，以及统一建模并求解薄壁结构多类优化问

题的能力。得益于底层的移动可变形组件法，该算法优化迭代过程收敛速度快，所得设

计结果传力路径清晰、易于工程解读。 

 

关键词：薄壁结构；结构拓扑优化；薄壁结构拓扑优化；移动可变形组件法；共形

参数化技术 
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ABSTRACT 

Thin-walled structures are widely utilized in major industrial equipment due to their 

advantages, including lightweight characteristics, long-span capacity, and flexible shaping 

ability. Designing and optimizing thin-walled structures are essential for reducing equipment 

costs, enhancing operational performance, and improving material utilization efficiency. As a 

result, the design and optimization of thin-walled structures has long been a central research 

focus in the development of industrial equipment. Structural optimization can generally be 

classified into size optimization, shape optimization, and topology optimization. Among these, 

topology optimization allows the largest design freedom and possesses the capability of 

“creating something from nothing,” aligning well with the need for innovative engineering 

designs. Hence, it has attracted considerable attention and deep investigation in the academic 

community. However, the complex surface geometries inherent to thin-walled structures pose 

significant challenges to the direct application of topology optimization methods. 

This work addresses the core problem of topology optimization for thin-walled structures, 

which adopts techniques such as conformal parameterization, surface cutting, and multi-patch 

stitching to handle the complexity of geometric models, and employs the explicit Moving 

Morphable Components (MMC) method to describe material layouts. A research framework of 

"mapping from surface and designing in planar domain" is proposed, and a series of studies 

have been conducted to meet different engineering needs, as outlined below. 

1. Based on the MMC method and conformal parameterization technique, an explicit 

topology optimization algorithm suitable for shell models is constructed, achieving 

efficient description and optimization of material layout on complex surfaces. Shell models 

are widely employed in the mechanical modeling of thin-walled structures due to their ability 

to achieve high solution accuracy with relatively few degrees of freedom. The explicit MMC 

method offers benefits such as a small number of design variables, fast convergence, and no 

need for filtering. Nevertheless, its application to shell models poses challenges in defining 

components on complex curved surfaces. To address this issue, a conformal parameterization 

technique is introduced to map the middle surfaces of shell models to planar parametric domains, 

where components are constructed and then inversely mapped back to the original surfaces to 

describe material layouts. To enhance the capability of handling complex geometries, surface 

cutting and multi-patch stitching techniques are further integrated to tackle general surface 

models. In solving the practical structural optimization problem, a strategy of “analysis in the 

physical space and design in the parameter domain” is employed. Numerical examples 

demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm and its ability to optimize material 



基于移动可变形组件法和共形参数化技术的复杂曲面薄壁结构拓扑优化研究 

- IV - 

layouts. This work not only enables topology design for thin-walled structures but also provides 

a fundamental research framework for further studies. 

2. A novel topography design method is proposed based on the embedded topography 

and spline-based components, which expands the approaches to enhance the performance 

of thin-walled structures. Inspired by the geometry-induced anisotropy phenomenon, surface 

topography variations are introduced into thin-walled structure design as a specific optimization 

strategy to enhance structural stiffness. To implement topography design of thin-walled 

structures, this thesis adopts the concept of topology optimization and employs the MMC 

method along with an embedded topography description approach to characterize surface-

defined topography variations. Considering the evolution of the design domain during 

optimization, shape sensitivity analysis is employed to derive the sensitivity of structural 

responses, and the finite element discretization approach is adopted to obtain the specific 

computational method. Numerical examples verify the ability of topography as a structural 

feature that enhances stiffness, as well as the effectiveness, efficiency, and capability of 

designing topography of thin-walled structures. 

3. An explicit design method for thin-walled structures based on solid models is 

developed, which unifies the modeling and solution of topology, stiffener, and sandwich-

layer optimization problems within the framework of the MMC method. Shell models are 

typically based on specific assumptions that improve computational efficiency by reducing 

degrees of freedom but simultaneously limit the application scope and boundary condition 

implementation. In contrast, solid models are free from shell-specific assumptions, offering 

advantages in applying boundary conditions and unified modeling across multiple design 

problems of thin-walled structures. In this context, a novel solid component is proposed using 

surface-based component description and projection operations, and the thickness coordinate is 

introduced to achieve unified modeling of diverse design tasks. For problem solving, an offset-

based solid mesh generation technique is proposed to simplify material layout computation, and 

an integrated degree-of-freedom deletion strategy is used to enhance optimization efficiency. 

Numerical examples validate the advantages of the proposed method in handling boundary 

conditions and solving various optimization problems of thin-walled structures in a unified 

framework. Owing to the underlying MMC method, the optimization process demonstrates fast 

convergence, and the resulting structural designs feature clear load paths and are easily 

interpretable for engineering applications. 

Key Words: Thin-walled Structure; Structural Topology Optimization; Topology 

Optimization for Thin-walled Structures; Moving Morphable Components method; Conformal 

Parameterization Technique  
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1 绪论 

1.1 研究背景与意义 

薄壁结构指具有曲面形状，且厚度远小于其他尺寸的结构。平板结构是薄壁结构中

面曲率为零的退化。薄壁结构凭借其轻量化、大跨度、造型灵活等方面的优势而被广泛

应用于诸多重大工业装备中，包括运载火箭、大飞机、高速列车和破冰船等，如图 1.1

所示。对薄壁结构进行设计能够降低装备成本、增强服役性能、提高材料利用效率，因

此长期以来始终是工业装备研发过程中的关键研究课题。然而，在近年来工业装备结构

复杂化、服役环境极端化的背景下，传统理念下经验式的试错调整设计将导致研发周期

长、制造成本高、难以得到满足性能指标要求的可行结构等问题。因此，亟需面向薄壁

结构开展基于严格理论的结构优化设计研究，从而提供更加高效、可靠的解决方案。 

 

图 1.1 薄壁结构被广泛应用于诸多重大工业装备中 

Fig. 1.1 Thin-walled structures are widely applied in diverse major engineering fields 

 

结构优化设计指在满足特定约束（如材料用量）的前提下，基于力学理论、优化方

法和计算技术获得性能指标（刚度、强度和基频等）最优化的结构构型设计过程[1]。结

构优化设计的早期研究可追溯到工程师米歇尔关于桁架的设计工作[2]，其在学者麦克斯

韦工作[3]基础上，提出了著名的满应力准则，并用以解析地求解集中载荷下的最优桁架

构型。自上世纪六十年代起，随着运筹学[4]相关理论的引入与有限元分析等数值技术[5]

的发展，基于数学规划的结构优化设计的系统性方法逐渐成型，其问题的一般提法为 

Find  𝑫 (1.1a) 

Minimize  𝐼 = 𝐼(𝑫) (1.1b) 

S. t.                                                           

𝑔𝑖(𝑫) ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑔, (1.1c) 

ℎ𝑖(𝑫) = 0, 𝑖 = 1, … , 𝑛ℎ, (1.1d) 

𝑫 ∈ 𝒰𝑫, (1.1e) 

式中符号𝑫代表设计变量，表示控制结构构型的参数，属于可行集合𝒰𝑫；符号𝐼代表目标

函数，表示需要优化的性能指标；𝑔𝑖(𝑫)和ℎ𝑖(𝑫)分别代表不等式约束函数和等式约束函
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数，𝑛𝑔和𝑛ℎ分别为不等式约束个数和等式约束个数；目标函数和约束函数统称为结构响

应。由于能够带来巨大的经济效益，结构优化设计已经成为众多领域内装备研制的核心

技术。 

根据设计变量种类，结构优化设计主要分为尺寸优化、形状优化和拓扑优化。尺寸

优化主要考虑结构中的尺寸参数，比如杆件宽度等；形状优化通过调整结构外形提高其

性能，对应的设计变量通常是几何建模时采用的控制点、型值点等；拓扑优化的设计自

由度最大，需要考虑材料的布局和构件的连接关系等。在实际工程中，结构优化设计的

经典环节为：拓扑优化-形状优化-尺寸优化，如图 1.2 所示。其中，拓扑优化用来为结

构找型，实现概念设计、定下初始设计原型；其次，形状优化进一步对结构的特征进行

修改，实现构型的细化；最后，尺寸优化对结构中的尺寸数据精细调整，得到最终设计。

由于拓扑优化具备“无中生有”的能力，符合工程中所需的创新型设计的需求，因此受

到了学术界的广泛关注和深入研究。 

 

图 1.2 结构优化设计类别 

Fig. 1.2 Categories of structure optimization and design 

 

对薄壁结构进行拓扑优化本质上相当于在曲面（例如结构中面）上寻求材料的最优

分布。在迭代设计过程中，材料用量逐渐从曲面上的低效区域（比如刚度优化中薄壁结

构上的低应变能单元等）转移到高效区域，从而提升材料利用效率、实现轻量化设计、

获得创新的构型设计。然而，区别于平直结构和实体块状结构，薄壁结构通常具有更为

复杂的曲面几何特征，例如非均匀的曲率分布以及非零亏格的中面拓扑等。这些几何复

杂性无疑给拓扑优化的算法设计带来了挑战。为此，本文基于显式的移动可变形组件法，

充分利用其设计变量少、收敛速度快、无需过滤操作以及优化结果边界清晰等优点，结

合共形参数化技术处理几何复杂性，开展了面向复杂曲面薄壁结构的拓扑优化方法研究。 
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1.2 相关研究进展 

1.2.1 壳体模型的发展概述 

壳体模型作为力学的重要分支，已经存在数百余年，其早期的研究可追溯至声学之

父、科学家、音乐家 Ernst Chladni 关于平板振动的实验[6,7]。Chladni 通过在薄板上放置

沙子显示平板的多种振动模式；当平板受到特定频率的激励时，入射波和反射波叠加形

成驻波，沙子则会聚集到驻波的波节上从而形成特定的 Chladni 图案，如图 1.3 (a)所示。

Chladni 图案的作用包括指导乐器的研制和组装微结构等[8] ，如图 1.3 (b-c)所示。 

 

图 1.3 Chladni 图案的介绍：(a) 受到特定频率激励的平板上形成的 Chladni 图案[9]；(b) 

不同激励条件下平板上形成的 Chladni 图案[10]；(c) 利用 Chladni 图案组装微结构[8] 

Fig. 1.3 Introduction of Chladni figures: (a) a Chladni figure formed on a plate excited at a 

specific frequency[9]; (b) various Chladni figures formed under different excitation 

conditions[10]; (c) microstructures assembly via Chladni figures[8] 

 

这样有趣的实验现象激发了数学家们对于背后机理研究的热情，并进一步催生了壳

体模型的建立。法国科学家 Sophie Germain 于 1809 年至 1816 年期间经过多次努力最终

推导得到平板振动的偏微分方程[11]。数学家 Joseph-Louis Lagrange 是这项工作的评审人

之一，他修正了 Germain 的结果并补全了缺失项，因此也是历史上第一个正确提出一般

平板方程（即 Germain–Lagrange equation）的学者。同时期研究的科学家还包括 Augustin-

Louis Cauchy 和 Siméon Poisson，他们通过对弹性力学方程进行一阶展开的方式得到了

与 Germain–Lagrange 方程一致的挠度控制方程[12]。 

上述工作均建立了平板弯曲问题的微分方程，但仍然存在一些问题，包括边界条件

的适定性与弹性系数的界定等[13,14]。1850 年德国科学家 Gustav Kirchhoff 发表了一篇关

于薄板弯曲理论的重要论文[15]，提出了著名的 Kirchhoff 假设：（1）变形前垂直于中面

的直法线，在变形过程中保持直线并且垂直于中面，中面法线的长度在变形过程中保持

不变；（2）中面在弯曲后保持不受拉伸。上述第一条假设表明所有沿中面法向的应变分
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量（包括正应变和剪切应变）均为零（由于对应的应变能为零，相关的物理方程在列式

中不再考虑；但相关应力是维持平衡所必须的）。第二条假设的推论是中面上的点仅沿

中面垂直方向移动。在上述假设基础上，Kirchhoff 将三维弹性理论的能量泛函简化至二

维，根据驻值条件得到了作为欧拉方程的 Germain–Lagrange 方程，并且指出板的一个边

界仅存在两个边界条件（之前的工作普遍认为板的一个边界应该包括三个边界条件）。

这篇论文纠正了先前工作的错误，得到了 Kirchhoff 薄板理论（即经典薄板理论），其简

洁性和有效性使其沿用至今，被公认为现代板壳理论的奠基之作。在此基础上，Augustus 

Love 进一步引入小厚度假设（不考虑横向剪切效应）和小挠度假设（厚度方向的位移远

小于板壳厚度，包含了小应变和小转角两个要求），并将平板的控制方程推广至壳体结

构[16,17]。因此，学界通常统称为 Kirchhoff–Love 板壳模型。 

Kirchhoff-Love 板壳理论基于力学直觉和维数缩减得到了一条高效的求解途径，在

处理薄板变形问题时可以得到满意的结果，因此一直以来是科学与工程领域中相关计算

分析和设计的重要基础。然而，该理论同时也存在一些明显的局限性，比如：应用于中

厚板壳和中大转角问题时求解精度较差，无法有效处理弯矩、扭矩和横向剪切力边界条

件[18]等。为解决上述问题，Eric Reissner[19,20]将横向剪切效应引入平板弯曲理论中，通过

混合变分原理得到了广义应力表示的中厚板弯曲理论[21]。其后，Raymond Mindlin[22]类

比 Timoshenko 一维梁模型理论[23]，通过假设位移模式、引入剪切修正引子，独立发展

了一套理论，得到了应用广泛的、以挠度和转角为未知数的偏微分方程与相关的边界条

件。上述两位力学家对板壳的一阶剪切变形理论（First-order Shear Deformation Theory, 

FSDT）做出了奠基性的贡献，因此一些文献中也会联合称为Reissner-Mindlin板壳理论。

另外，关于 Reissner 工作和 Mindlin 工作的关系，请参考文献[24]。一阶剪切变形理论基

于下列三个假设建立[12]：（1）变形前垂直于中面的直法线，在变形过程中长度不变并

且保持直线；（2）中面在弯曲后保持不受拉伸；（3）垂直于中面的正应力相比其他方

向的法向应力分量较小，可忽略不计。相比于 Kirchhoff-Love 板壳理论，一阶剪切变形

理论在力学机理上放松了变形模式的约束，继而引出额外的转角自由度，并且沿厚度方

向指向面外的剪切应变不再忽略不计，相应的物理方程也会用来联系应力-应变关系。 

鉴于本文核心关注点在于薄壁结构的优化设计方法研究，此处仅对相关的理论与模

型进行简要回顾，其他重要内容如扁壳理论[25,26]、振动问题[27,28]、非线性变形问题[29-31]、

屈曲问题[32-35]、高阶剪切变形理论[36,37]、复合材料层合板壳问题[38,39]、Cosserat 壳体模

型[40-43]、智能化壳体[44-46]、生物壳体的生长问题[47,48]等，均不再介绍。 
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1.2.2 拓扑优化方法的研究进展 

上世纪 80 年代初，我国学者程耿东院士与丹麦学者 Niels Olhoff 在实心弹性薄板的

最大刚度设计问题中发现了求解结果的网格依赖性问题，并且依据数值实验做出最优设

计的某些区域会出现数目无限多、厚度无限小的筋条的判断[49]，如图 1.4 (a)所示。为避

免这种物理上不存在的解，程耿东院士与 Olhoff 教授提出微结构的概念（如图 1.4 (b)所

示）对优化列式进行正则化处理[50]，从而引发了持续至今的拓扑优化研究热潮，这些工

作也被认为是近代结构布局优化（即拓扑优化）的先驱[51]。 

在此基础上，Bendsøe 和 Kikuchi 将周期性分布的微结构引入二维连续体的材料布

局优化中[52]（如图 1.4 (c)所示），提出了均匀化方法（homogenization method），标志

着拓扑优化的正式诞生。均匀化方法采用多尺度分析方法构建宏观的材料等效模型，从

而将复杂的拓扑优化问题转换为较易求解的尺寸优化问题，通过微结构的变化实现整体

构型的设计。 

 

图 1.4 拓扑优化的先驱性研究工作 

Fig. 1.4 Pioneering research works of topology optimization 

 

在均匀化方法出现不久后，Bendsøe[53]、Zhou 等人[54]进一步提出了所谓的 SIMP

（Simplified Isotropic Material with Penalization[55]）方法，该方法通过引入单元密度和人

(a) 平板设计结果中的细小筋条[49] 

(b) 用以进行正则化的平板微结构模型[50] (c) 二维连续体布局优化的微结构定义[52] 
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为设定的材料幂律模型（如图 1.5 (a)所示），对均匀化方法进行了简化，同时增强了结

构优化结果的二值化特性[56]。其后，Bendsøe 等人在后续工作中[57]引入了能够实现 SIMP

模型的微结构形式（如图 1.5 (b)所示），并基于复合材料细观力学的界限分析方法，对

SIMP 模型的物理合理性进行了讨论。SIMP 方法在实际应用中主要面临孤岛单元、棋

盘格现象以及灰度单元等问题。为有效抑制这些数值不稳定现象，当前最常用的处理手

段是引入各类过滤技术[58-61]，包括密度过滤和灵敏度过滤。 

 

图 1.5 SIMP 材料插值模型与符合模型的微结构[57] 

Fig. 1.5 SIMP material interpolation model and microstructures that conforms to the model 

 

类似于 SIMP 法，谢亿民教授等人提出的渐进结构优化（Evolutionary Structural 

Optimization, ESO）方法[62]同样采用单元密度描述结构。但是，该方法核心思想是引入

生物进化中“优胜劣汰”的机制，基于经验式的准则直接删除低应力单元，如图 1.6 (a)

所示。后续 Chu 等人[63]则针对最大刚度问题将应力准则替换为单元应变能准则。然而，

这种“硬杀”的策略（hard-kill strategy）将导致材料一旦被删除就无法再被恢复，进而

使得优化迭代陷入局部解。为此，Querin 等人[64]则进一步引入材料的生长机制，提出了

双向渐进结构优化（Bidirectional Evolutionary Structural Optimization, BESO）方法，从而

使得结构演化过程中单元材料的删除具备可逆性（如图 1.6 (b)所示）、增大了优化设计

空间。 

(a) 经典的 SIMP 材料插值模型 (b) 符合 SIMP 插值模型的微结构 
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图 1.6 ESO 方法和 BESO 方法迭代过程对比 

Fig. 1.6 Comparison of the iterative processes of the ESO method and the BESO method 

 

水平集函数（Level Set Function, LSF）最初由 Osher 和 Sethian 提出[65]，用于处理多

相流中的界面演化问题，其核心思想是通过一个高维度的隐式函数的等值面表示边界，

如图 1.7 所示。Sethian 等人[66]于 2000 年基于演化思想（类似 ESO 方法）提出了一种水

平集的结构优化方法。该工作中，代表结构拓扑变化的孔洞是通过演变应力准则的方式

实现的。Wang 等人[67]则引入 Hamilton–Jacobi 方程来控制边界的演化，提出了一个通用

的水平集拓扑优化框架，从而实现结构的有效更新。Allaire 等人[68]通过形状灵敏度分析

的方法确定边界的法向速度，并验证了其方法在多种结构设计问题中的有效性。上述三

个研究工作为水平集方法（Level Set Method, LSM）做出了奠基性贡献。为克服经典水

平集方法中求解 Hamilton–Jacobi 方程的难题，多种参数化水平集方法（Parameterized 

Level Set Method, LSM）被相继提出[69-71]。水平集方法提供了一种无需显式追踪边界即

(a) 采用 hard-kill 策略的 ESO 方法[62] (b) 引入生长机制的 BESO 方法[64] 
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可实现形状和拓扑变化的有效框架，克服了传统方法在处理边界模糊、拓扑变化和数值

不稳定性方面的不足。 

 

图 1.7 水平集函数采用高维函数的等值面表示边界[72] 

Fig. 1.7 LSF uses iso-surfaces of a higher-dimensional function to represent boundaries 

 

类似于水平集函数，相场（phase field[73]）函数通过引入连续的相场变量，实现对物

质相界面的演化描述，但区别在于相场通过最小化包含势能项和界面能的能量泛函来驱

动界面的扩展与演化。相场方法在材料微观界面演化[74]、晶体生长模拟[75]等领域获得了

巨大的成功（如图 1.8 (a)所示），并被应用于拓扑优化领域[76]。得益于将间断问题连续

化和对奇异问题进行规范化的能力，相场拓扑优化在处理应力优化问题[77] （如图 1.8 (b)

所示）方面具备优势。 

 

图 1.8 相场法被应用于晶体生长模拟和应力相关的拓扑优化 

Fig. 1.8 Phase field method has been applied to crystal growth simulation and stress-related 

topology optimization 

(a)自由枝晶生长的二维模拟[74] 
(b) 在应力优化中通过𝜖-continuation

进行结构边界描述的细化[77] 
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为解决经典密度类方法中存在的数值不稳定（灰度单元、棋盘格等）、结构特征尺

寸难以控制以及设计变量数目巨大等问题，基于组件思想的移动可变形组件法（Moving 

Morphable Components，MMC）被提出[78]。该方法采用一组显式几何参数表达的移动可

变形组件搭接结构（如图 1.9 (a)所示），其中组件的位置、方向和尺寸是优化设计变量。

在迭代过程中，组件移动并改变形状，组件之间相互覆盖和相交，从而实现最终设计中

的拓扑优化和形状优化（如图 1.9 (b)所示）。另外，MMC 方法的一个对偶方法即为 MMV

（Moving Morphable Voids）方法[79]：不同于组件搭接结构的思想，MMV 方法引入孔洞

对原始设计域进行裁剪，剔除低效的材料分布区域。 

 

图 1.9 移动可变形组件法优化机理简介[78] 

Fig. 1.9 Introduction to the optimization mechanism of the MMC method 

 

 

图 1.10 移动可变形组件法的多种应用场景 

Fig. 1.10 Diverse application scenarios of the MMC method 

(a) MMC 方法采用组件搭接结构 (b) 优化过程中组件移动变形、组件

间覆盖相交实现结构的拓扑变化 

(a) 梯度渐变格栅结构[81] (b) 蒙皮点阵填充结构[85] (c) 平板拓扑优化[86] 

(d) 多材料拓扑优化[83] (e) 自支撑结构设计[82] (f) 拓扑绝缘体设计[87] 
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移动可变形组件法不仅为拓扑优化问题提供了具体的求解方案，还为结构设计构建

了全新的框架，被广泛推广并应用于多个领域，例如，特征尺寸控制问题[80]、梯度渐变

的格栅结构设计[81]、增材制造结构的自支撑设计[82]、多材料拓扑优化[83]、考虑屈曲约束

的平板加筋设计[84]、蒙皮点阵填充结构[85]、引入生长机制的平板结构拓扑优化[86]、量子

谷效应的拓扑绝缘体设计[87]等，如图 1.10 所示。 

1.2.3 薄壁结构拓扑优化的研究进展 

薄壁结构拓扑优化相关工作主要分为两大部分：一是各类拓扑优化方法应用于薄壁

结构的研究，二是利用薄壁结构拓扑优化技术求解不同问题的研究。基于密度类方法的

薄壁结构拓扑优化研究起步较早，可追溯到 Tenek 等人将均匀化方法应用于线性薄壁结

构拓扑设计的工作[88]，如图 1.11 (a)所示。其后，Swan 等人[89]结合复合材料细观力学中

的 Reuss 界和 Voigt 界[90-92]得到 Reuss-Voigt 材料插值模型，并构造拓扑优化算法设计汽

车引擎盖的材料布局。Maute 等人[93]基于人工幂律材料模型构建了面向薄壁结构的自适

应拓扑优化方法，通过引入边界形状优化的方法在迭代过程中分段细化模型的分辨率

（如图 1.11 (b)所示），从而有效地提升了数值求解与优化设计的效率。Li 等人[94]将 ESO

方法拓展到受热载荷的薄壁结构拓扑优化问题中，从而成功地剔除低效单元并获得更为

高效的材料布局。 

 

图 1.11 基于均匀化方法、SIMP 法的薄壁结构拓扑优化 

Fig. 1.11 Topology optimization for thin-walled structures based on the homogenization 

method and the SIMP method 

 

(b) SIMP 法 (a) 均匀化方法 
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水平集方法主要通过求解 Hamilton–Jacobi 方程实现边界的演化与设计变量的更新。

然而，传统方法中 Hamilton–Jacobi 方程通常定义于平直的二维平面或者三维空间，因此

难以直接推广至薄壁结构拓扑优化中。在这样的背景下，Park 等人[95]利用曲纹水平集函

数[96]（如图 1.12 所示）解决了以上难题，并采用数值稳定的最小二乘有限元方法[97]求

解得到相应的演化方向，最终算例验证了所构造的拓扑优化算法的有效性和灵活性。水

平集方法实现薄壁结构拓扑优化还有另外一条基于曲面映射的途径，Ye 等人[98]利用共

形几何理论[99]，将具有流形特征的薄壁结构中面映射至平面参数域，从而定义和求解决

定演化方向的参数化 Hamilton–Jacobi 方程。 

 

图 1.12 采用曲纹坐标的水平集函数表示边界[95] 

Fig. 1.12 Boundary representation via curvilinear level set function 

 

 

图 1.13 采用等几何分析方法实现薄壁结构拓扑优化的研究 

Fig. 1.13 Research on topology optimization for thin-walled structures via IGA methods 

(b) 基于相场法实现薄壁结构拓扑优化[105] (a) 基于拓扑导数实现薄壁结构拓扑优化[103] 
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由于等几何分析（IsoGeometric Analysis, IGA）方法具备求解高阶问题的精度优势
[100]（比如板壳问题[101,102]），基于等几何分析的薄壁结构拓扑优化工作逐渐引起了研究

人员的兴趣。Seo 等人[103]采用集成拓扑导数[104]的形状优化框架，实现了薄壁结构的等

几何拓扑优化（如图 1.13 (a)所示）。Dedè等人[105]利用基于广义 Cahn-Hilliard 方程的

相场模型描述薄壁结构的材料布局，构建柔度驱动的拓扑优化列式，从而将等几何分析

应用于薄壁结构的拓扑优化中（如图 1.13 (a)所示）。 

另外，薄壁结构本源的复杂曲面特性将导致等几何优化算法实现的困难。针对这样

的挑战，学界主要存在三类解决方案：（1）开发裁剪曲面分析技术（trimmed surface 

analysis, TSA）[106,107]；（2）构造建模能力更强的先进样条模型[108]；（3）采用多面片

拼接方案[109]。裁剪曲面分析技术可直接处理已有模型，因此无需重新建模，这方面代表

性工作包括：Kang 等人[106]采用基于裁剪曲面分析技术的等几何分析方法，引入 NURBS

裁剪曲线来表达优化过程中生成的孔洞（如图 1.14 (a)所示），从而有效地处理具有复

杂拓扑特性的薄壁结构拓扑优化问题；Zhang 等人结合移动可变形孔洞法和裁剪曲面分

析技术实现材料布局和孔洞建模（如图 1.14 (b)所示），并采用等几何分析方法求解薄

壁结构响应，从而解决薄壁结构拓扑优化的刚度问题[110]。 

 

图 1.14 采用裁剪曲面分析技术的薄壁结构等几何拓扑优化 

Fig. 1.14 Isogeometric topology optimization of thin-walled structures using the TSA 

technique 

(a) Kang 等人的工作[106] (b) Zhang 等人的工作[110] 

voidvoid
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经典样条曲面模型基于张量积结构建立，这一定程度上影响了复杂薄壁结构建模的

有效性和效率。得益于新式样条理论的提出，薄壁结构等几何拓扑优化中的模型表达能

力不断得到增强。Zhang 等人[111]采用基于 T-网格和 T-样条的等几何分析技术对于薄壁

结构进行建模和求解（如图 1.15 所示），从而有效提高了处理复杂曲面薄壁模型的精

度和效率。PHT（polynomial splines over hierarchical T-meshes）样条是 T-样条的一种推

广，通过在分层 T-网格上定义多项式样条构建而成[112]。PHT 样条的分层特性和自适应

局部细化特性使其可以天然地和自适应拓扑优化[93]结合，从而极大地提升薄壁结构拓扑

优化中模型的建模精度和适用性[108,113]。 

 

图 1.15 基于 T 样条模型的薄壁结构等几何拓扑优化[111] 

Fig. 1.15 Isogeometric topology optimization for thin-walled structures based on the T-spline 

model 

 

另外，在薄壁结构等几何分析中，多面片框架下的几何模型由多个较为简单的曲面

片构成，具备在不修改样条类型的情况下对网格进行局部细化的能力，从而为复杂问题

的几何建模提供极大的灵活性[114,115]。因此，多面片技术在薄壁结构拓扑优化中逐渐受

到重视。Scherer 等人[109]采用描述薄壁结构中面的 NURBS 样条构造水平集函数和拓扑

描述，并进一步结合多面片等几何分析实现薄壁结构的拓扑优化求解。优化结果表明该

方法具有较高的数值精度并且可以得到边界光滑的最终设计。Pan 等人[116]基于多面片技

术构建了薄壁结构几何的参数化模型，通过 SIMP 法对材料模型进行插值，采用一阶剪

切变形理论对薄壁结构变形进行力学建模分析，从而实现复杂曲面薄壁结构的拓扑优化

设计。 

voi v
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前述工作以算法构造为核心思路，求解的问题主要集中于静柔度最小化驱动的线弹

性各向同性均匀材料分布优化。另一方面，薄壁结构拓扑优化方法凭借其提升性能、实

现轻量化等方面的价值而被广泛应用于其他复杂力学设计问题的求解中，如图 1.16 所

示。Mayer 等人[117]采用微结构模型描述结构拓扑，并基于均匀化方法建立了材料微元的

密度-性能关系，通过 Reissner-Mindlin 单元模拟弹塑性力学响应，最终在此框架下实现

了以碰撞能量吸收最大化为目标的薄壁结构拓扑优化设计。Belblidia 等人[118]结合 ESO

方法和均匀化方法，提出了一种约束自适应的混合算法，从而实现薄壁结构基频最大化

的拓扑优化。Stegmann 等人[119]类比结构拓扑优化，基于梯度信息和数学规划法提出了

一种面向复合材料层合壳的离散材料优化（Discrete Material Optimization，DMO）方法，

用以求解正交各向异性材料的取向问题和材料布局问题。后续，Erik Lund 教授[120]进一

步将此方法拓展应用于多材料层合薄壁结构的屈曲载荷因子最大化设计问题中。在实际

工程中，航天器、汽车等外壳结构通常会附着一层粘弹性阻尼材料从而抑制共振，而传

统的全覆盖设计往往不仅无法有效地提升阻尼，反而会大幅增加结构重量、导致系统性

能的下降。因此，Kim 等人[121]基于薄壁结构拓扑优化方法对结构表面附着的阻尼材料

进行了布局设计，从而破除了传统全覆盖设计的困境。类似地，Chen 等人[122]采用 SIMP

法对薄壁结构表面的吸声材料进行布局描述，基于细分曲面的等几何边界元方法对声学

问题进行求解，从而实现结构表面吸声材料分布的声学拓扑优化。另外，最先发展于薄

壁结构中的曲面拓扑优化技术还被进一步推广至众多复杂物理设计问题中，包括电渗透

的电极模式优化[123]、压电板壳致动器的设计[124-126]和曲面散热器设计[127-129]等。 

 

图 1.16 薄壁结构拓扑优化方法应用于多种复杂力学设计问题求解 

Fig. 1.16 Topology optimization methods for thin-walled structures are applied to solve 

various complex mechanical design problems 

(a) 基频最大化设计[118] (b) 阻尼材料布局设计[121] (c) 表面吸声材料分布设计[122] 
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1.2.4 共形参数化的涵义阐述 

共形参数化（conformal parameterization）是本论文的重要基础之一，是结合了共形

映射（conformal mapping）和曲面参数化（surface parameterization）概念的一种特殊映

射技术，旨在将三维曲面映射到二维参数域的同时保持局部角度不变。在复分析中，共

形映射定义在二维复平面上[130]，这类平面共形映射被广泛应用于各类力学和物理问题

的求解，包括：复杂边界内平面应力和平面应变问题解析解的推导[131]、流场中机翼的受

力分析[132]、复杂几何中电磁波导问题的求解[133]、光学隐身概念的实现[134]等，如图 1.17

所示。这些工作的共同点在于，共形映射均被用来处理几何复杂性。另外，微分几何中

的曲面共形映射是平面共形映射的推广，用来研究不同曲面之间的几何结构关系[135]。

在本文中，共形参数化可视为经典二维平面共形映射在曲面上的推广，基于离散网格实

现数值求解。 

 

图 1.17 共形映射在数学物理中的经典应用 

Fig. 1.17 Classic applications of conformal mapping in mathematical physics 

 

曲面参数化指的是在曲面（包含连续曲面和网格曲面，本文侧重于网格曲面）和具

有同样拓扑性质的参数域之间寻找双射对应关系的过程[136]。曲面参数化是计算机图形

学和计算机视觉等领域的基础算法之一，在纹理映射[137]、曲面注册[138]、曲面逼近和网

格重划分[139]等任务中扮演核心的角色，如图 1.18 所示。曲面参数化的关键在于保持原

对象的拓扑性质，而根据曲面不同的拓扑性质和形状，参数化过程可以分为以下几类：

平面参数化（用于拓扑上与平面区域等价的曲面，比如平面四边形等）、球面参数化（通

(a) 利用共形映射将圆柱扰流解

推广至其他情景[137] 

(b) 基于共形映射理论

实现光学隐身[139] 
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常用于封闭曲面，目标映射区域为单位球面）、圆环参数化（将曲面展开为二维圆环或

矩形区域）以及多联通域参数化（针对具有多个边界的复杂曲面）。 

 

图 1.18 曲面参数化在计算机工业中的经典应用 

Fig. 1.18 Classic applications of surface parameterization in the computer industry 

 

 

图 1.19 地图绘制中的不同投影方法：(a) 球极投影；(b) 墨卡托投影；(c) 兰伯特方位

等积投影 

Fig. 1.19 Different projection methods in cartographic drawings: (a) stereographic projection; 

(b) Mercator projection; (c) Lambert azimuthal equal-area projection 

 

曲面参数化的一个经典比拟即为地图的绘制[140]，其内在的科学问题为：如何将弯曲

的地球表面映射到平面地图上，并尽量减少信息的失真。由于球体表面无法无扭曲地映

射至平面上，因此航海家和地理学家根据各自的目的做出调整，并提出了一系列的投影

方式（如图 1.19 所示），包括：适用于绘制极区航空地图的球极投影（stereographic 

projection），适用于航海图的墨卡托投影（Mercator projection，需保持局部角度的精确

(a) CG 特效中所需的纹理映射[142]技术 

(c) 计算几何中所需的多分辨率网格重划分[144]技术 

(b) 医学影像中所需的曲面注册[143]技术 
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性，但极地区域的面积被严重夸大），以及保留面积比例但造成形状和距离失真的兰伯

特方位等积投影（Lambert azimuthal equal-area projection）。 

类比地图绘制，曲面参数化也可根据目标分类为：保持映射过程中角度不变的共形

参数化 [99,141]（conformal parameterization），保持面积不变的等积参数化（authalic 

parameterization），保持曲面距离不变的等距参数化（isometric parameterization），以及

结合多种目标、平衡多方需求的混合参数化等（hybrid parameterization）。其中，等距参

数化的条件最强，可以推导出等积和共形的性质，但仅对于特殊的可展曲面（每一点处

高斯曲率为零的曲面，包括平面、柱面、锥面和 Oloid 可展曲面[142]）存在真实解，对于

一般曲面仅存在能量最低意义上的逼近解。共形参数化凭借其保角、保形和保局部几何

特性等优势而被医学影像处理、计算机图形学和虚拟物理仿真等重要工程领域大量研究

与应用。 

1.2.5 曲面形貌的研究进展 

曲面形貌是自然界中普遍存在的结构特征，指几何外形的曲率变化和表面起伏。典

型的例子包括植物叶片与花瓣[143-145,47]以及动物表皮[146-150]等，如图 1.20 所示。 

 

图 1.20 自然界中多种曲面形貌的案例：(a) 植物叶片与花瓣[143,145]；(b) 人类表皮细节

图[149]；(c) 通过有限元方法模拟表皮形貌[146] 

Fig. 1.20 Cases of various surface topography found in nature: (a) plant leaves and petals; (b) 

detailed images of human epidermis; (c) simulating the epidermal topography using the finite 

element method 
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上述形貌虽然形式各异，但其背后所遵循的形成规律却存在联系（主要原因在于机

体生长诱导的失稳现象[151]），从而引发了科学界的广泛关注。对其底层力学机理的探索

与解读[152-154,48]，已成为该领域的重要研究方向。这方面早期的研究可追溯至 Hsu[155]的

工作，其首次将连续介质力学应用于可变形组织生长现象的研究，揭示了特定类型机械

载荷对生物表面形貌的影响。Dervaux 等人[156]基于广义的 Föppl-von Kármán（FvK）方

程，在连续介质框架下对软组织的力学性能进行了分析，采用乘法分解的方法将变形梯

度张量拆分为弹性项和生长项，最终构建了生物软体组织形貌生成的预测模型。Zhao 等

人[157]结合理论分析和傅里叶谱方法，对曲率在软材料形貌模式演变中的影响进行了量

化研究，模拟结果表明形貌的模式取决于曲率的各项异性、冗余应力、一个无量纲化的

曲率参数以及曲率梯度。Xu 等人[158]采用渐进数值方法，针对膜-基结构建立了通用的多

尺度分析框架，并对后屈曲过程中形成的正弦和方形棋盘格形貌图案进行了定量的预测。 

 

图 1.21 曲面形貌能够提升结构性能、调控结构响应：(a) 相比平板结构，波纹板具有

较高的抗弯刚度[159]；(b) 用以实现应力波定向引导的曲面形貌[160]；(c) 曲面形貌可用

来控制材料失效并引导裂纹扩展[161] 

Fig. 1.21 Surface topography is capable of improving structural properties and manipulating 

structural responses: (a) the corrugated plate has a higher bending stiffness compared with the 

plate structure; (b) the surface topography used to achieve directional guidance of stress wave; 

(c) surface topography can be used to manipulate material failure and guide crack propagation 

 

另一方面，相比平坦的几何构型，曲面形貌具有提升结构性能、调控结构响应的能

力，如图 1.21 所示。工程中常见的波纹板便是典型的案例[159]：相比于平板结构，通过

形貌变化得到的波纹板具有更优的抗弯性能（惯性矩得到了提升），如图 1.21 (a)所示。

Liu 等人[162]基于波纹状的曲面形貌开发了一种具有多稳态构型的新型结构，通过理论模

型量化了其力学行为并通过有限元分析和实验进行验证，从而为多稳态结构在形状可变

结构、软机器人技术和传感器技术等领域的应用提供指导。Faber 等人[163]利用穹顶模式
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（dome-patterned）的形貌构造了一种可编程的双稳态机械超材料。其中，穹顶状的形貌

具有局部尺度上可逆翻转的能力，从而在全局尺度上生成可编程的多稳态结构和可调控

的机械响应。Dorn 等人[160]利用曲面形貌实现了非周期结构中应力波的定向引导（如图 

1.21 (b)所示），该工作突破传统的带隙工程范畴，证实了带隙在波导和衰减中并非是必

需的。Mitchell 等人[161]通过平坦的弹性薄片构建了一种用于控制断裂行为的几何工具，

并验证了曲面形貌控制材料失效并引导裂纹扩展的能力（如图 1.21 (c)所示），相关工

作还有[164,165]。 

上述工作利用曲面形貌变化的底层力学机理，实现了结构性能的提高和新功能的拓

展。然而，当前工作中的形貌变化往往局限于简单的模式，例如波纹板、穹顶形貌、正

弦扰动等，并且针对曲面形貌的设计理念仍然处于试错调整的初级阶段，尚未建立起基

于严格结构优化理论的研究框架，因而可能错失更优的解决方案、导致低效的结构与产

品设计。 

1.3 本文主要研究内容 

1.3.1 拟解决的科学问题 

本文拟解决的科学问题如下所示。 

（一）虽然结构拓扑优化已经得到了长足的发展，但是针对薄壁结构的工作相对较

少，并且大多数基于像素描述材料分布的隐式方法开展。壳体模型兼具少量自由度和较

高求解精度等优点，因而被广泛应用于薄壁结构的力学建模中。采用显式几何描述结构

的移动可变形组件法具有设计变量少、收敛速度快、无需过滤操作以及优化结果边界清

晰等优点，但受限于薄壁结构的复杂曲面几何特征而难以得到直接的应用。因此，如何

基于移动可变形组件法和壳体模型对薄壁结构进行拓扑优化设计是本论文需要解决的

首要问题。 

（二）形貌变化具有提高薄壁结构性能、调控结构响应的能力。然而，现有研究中

的形貌往往局限于较为简单的几何形式、并未考虑结构优化设计，因此可能导致低效的

最终构型。从数学和工程的角度来看，一个具有挑战性和实际意义的问题是：如何设计

曲面形貌来提升薄壁结构的性能。考虑到曲面形貌的变化涵盖了拓扑的改变，拓扑优化

可为形貌的设计问题提供思路。然而在具体的技术实现层面，形貌设计仍面临三大核心

挑战：复杂曲面的形貌描述、复杂形貌的高效参数化表达，以及如何构建优化列式并推

导解析灵敏度从而驱动设计迭代。 

（三）壳体模型通常基于特定的假设建立，一方面通过自由度缩减的方式提高了模

型的效率，但另一方面也从厚度层面限制了模型的应用范围和边界条件的施加。相比之
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下，实体模型不受壳体假设约束，在边界条件施加、多类薄壁结构设计问题的统一建模

方面具有优势。若基于实体模型、直接采用经典的三维组件进行薄壁结构优化设计，弯

曲的几何将导致组件难以贴合，进而降低建模和优化的精度与效率。因此如何构建自然

贴合曲面几何的新型实体组件，并实现多类薄壁结构设计问题的统一建模优化，形成了

第三个待解决的问题。 

1.3.2 章节安排 

本文后续研究路线与章节安排如下所示。具体来说，第二章介绍整体博士论文的理

论基础，包括共形参数化技术、壳体模型和移动可变形组件法。共形参数化方面主要包

含相关的数学背景和数值实现过程的推导，用以完成几何前处理任务。本文涉及厚壁/薄

壁的曲壳，因此第二章进一步给出基础的通用壳体模型以及通过施加额外约束退化得到

的厚壳模型和薄壳模型。最后，移动可变形组件法是贯穿本文的核心结构优化方法，第

二章介绍详细的实施过程。 

第三章针对复杂曲面薄壁结构的显式拓扑优化问题展开研究，采用壳体模型进行力

学建模。首先，结合共形参数化技术、曲面切割操作与多面片拼接技术，构建了适用于

复杂曲面的拓扑描述函数，并将其引入壳体模型的本构建模中，从而实现材料分布的描

述。在此基础上，整理并建立了优化问题的数学列式，并对结构响应函数进行了灵敏度

分析。随后，基于有限元离散模型和分析结果，推导了离散形式下的灵敏度计算方法。

最后，多个数值算例验证了所提方法在求解曲面薄壁结构拓扑优化问题的有效性与高效

性，以及处理复杂几何模型的能力。 

第四章聚焦于薄壁结构的显式形貌优化问题，所采用的力学建模方法与前章保持一

致，仍基于壳体模型。首先，基于规范化的曲面法向扰动与共形参数化技术，提出了一

种嵌入式的形貌描述方法，并引入曲面切割操作与多面片拼接技术，以增强对复杂几何

的处理能力。在此基础上，借助移动可变形组件法的思想，利用样条工具构造出样条组

件和平面形貌函数，从而以少量设计变量高效表达复杂的形貌变化。随后，建立了基于

移动可变形组件法的形貌优化列式，并通过形状灵敏度分析方法推导出柔度函数的解析

灵敏度表达式。其次，基于曲面几何的构造过程推导出形貌变化诱导的虚拟速度场，并

结合有限元分析结果计算离散灵敏度。最后，通过多个数值算例验证了形貌作为结构特

征提升薄壁结构刚度的有效性，以及所提方法在形貌设计中的高效性与对复杂曲面模型

的良好适应性。 

第五章采用实体模型对薄壁结构进行建模，旨在提出一种便于施加边界条件、可统

一描述与求解多类设计问题的新型结构优化方法。首先，基于第三章构建的曲面拓扑描

述函数与投影操作定义嵌入式实体组件，以解决传统三维组件在应用于弯曲薄壁结构时



大连理工大学博士学位论文 

- 21 - 

所面临的几何贴合约束问题。随后，引入厚度坐标用于材料分布的表达，实现对多类设

计问题的统一描述。在此基础上，建立了相应的优化问题列式，并推导了结构响应的灵

敏度表达式。进一步地，基于偏置操作提出一种新的网格生成技术，用于降低嵌入式实

体组件中材料分布的计算难度。最后，通过多个具有代表性的数值算例对所提方法进行

验证，结果表明该方法不仅能有效地施加复杂边界条件，还能高效且统一地处理复杂曲

面薄壁结构的拓扑优化、加筋优化与夹芯板优化多类设计问题。 

最后，第六章对全文的研究内容和创新点进行了总结和梳理，并对未来的研究方向

做出展望。综合来看，第三章的工作构成了全文的算法核心，提出了基于壳体模型的复

杂曲面薄壁结构显式拓扑优化方法。第四章在此基础上，进一步推广至形貌设计问题。

第五章则对第三章中的建模方法进行了补充与拓展，利用实体模型提升了结构优化方法

在边界条件施加和多类设计问题统一建模方面的能力。  
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2 理论基础 

2.1 共形参数化 

在曲面参数化中，参数域本身通常是一个相比原始曲面更为简单的曲面，构造参数

化意味着将一个曲面映射到另一个曲面。对于规则曲面，如柱面、球面、锥面等，其解

析表达式代表了参数化过程，类似的是计算机辅助几何设计（Computer-Aided Geometric 

Design，CAGD）中常见的样条模型。 

对于离散情况，曲面通常由网格或点云[166]表达，相关参数化的计算涉及几何偏微分

方程的求解。由于结构优化中存在避免结构描述扭曲的需求，本文选取共形参数化作为

几何处理的技术核心。共形参数化的主流求解方法包括：circle pattern 方法[141]、能量最

小化方法[167]、几何流方法（包括 Yamabe 流[168]和 Ricci 流[169]等）、复合拟共形映射方

法[170]等。考虑到算法的易实现性，以及在该研究中所采用的显式结构优化方法的特性

（有映射目标区域为长方形的需求），本文选取复合拟共形映射方法进行共形参数化的

求解。根据曲面的拓扑属性进行定性，该方法可实现单连通零亏格开曲面（在拓扑意义

下同胚于二维欧氏平面中的一个有界四边形区域，即平面四边形）的映射。下面介绍相

关数学背景和数值实现过程。 

2.1.1 数学背景 

本小节主要介绍后续数值实现章节中出现的概念，包括共形映射（conformal 

mapping）、拟共形映射（quasi-conformal mapping）、调和映射（harmonic mapping）等。

用来定义这些映射的空间包括复平面、二维流形曲面、黎曼面（一般的情形）等，本小

节则根据后续数值计算的需求在定义中进行具体的限制。 

定义 2.1（共形映射）设复平面ℂ内某个开区域𝐷 ⊂ ℂ上定义的映射𝑓: 𝐷 → ℂ，其形式

为𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑗𝑣(𝑥, 𝑦)，其中𝑧 = 𝑥 + 𝑗𝑦为复坐标，𝑢(𝑥, 𝑦)和𝑣(𝑥, 𝑦)为实值

函数，𝑗为虚数单位。若映射𝑓在区域𝐷上连续可微，满足下列 Cauchy-Riemann 方程 

{
 
 

 
 𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,    

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −

𝜕𝑣

𝜕𝑥
,

(2.1) 

且导数𝑓′(𝑧)在区域𝐷处处存在且不为零，则𝑓是𝐷上的一个共形映射。 
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共形映射具有优越的保角性质，因此被广泛应用于诸多科学与工程领域[99]。作为共

形映射的推广，拟共形映射[171]则允许一定的局部角度失真（同时限制了失真程度）。具

体而言，拟共形映射具有以下定义。 

定义 2.2（拟共形映射）映射𝑓被称为拟共形映射当且仅当其满足下列 Beltrami 方程 

𝜕𝑓

𝜕𝑧̅
= 𝜇𝑓(𝑧)

𝜕𝑓

𝜕𝑧
. (2.2) 

上式中𝜇𝑓被称为函数𝑓的 Beltrami 系数，是衡量共形扭曲的核心指标，并且要求

‖𝜇𝑓‖∞ < 1以及
𝜕𝑓

𝜕𝑧
几乎处处非零（非退化）。另外，符号(∙)̅̅ ̅代表(∙)的共轭复数，复导数

根据下列公式计算 

𝜕𝑓

𝜕𝑧̅
= 𝑓𝑧̅ =

1

2
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+ 𝑗

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)    and   

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 𝑓𝑧 =

1

2
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
− 𝑗

𝜕𝑓

𝜕𝑦
) . (2.3) 

可以看出，当系数𝜇𝑓为零时，Beltrami 方程退化为 Cauchy-Riemann 方程。另外，对于两

个拟共形映射的复合映射，其 Beltrami 系数可按照下列命题显式写出[171]。 

命题 2.1 令𝑓: Ω1 → Ω2和𝑔:Ω2 → Ω3为两个拟共形映射，各自的 Beltrami 系数分别为

𝜇𝑓和𝜇𝑔，则复合映射𝑔 ∘ 𝑓的 Beltrami 系数为 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + 𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑓̅̅ ̅𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧
. (2.4) 

上式是本文求解共形参数化方法的理论核心，证明见附录 1 中的证明 A.1.1。当映射𝑓和

𝑔具有关系𝜇𝑓−1 = 𝜇𝑔时，可得𝜇𝑔 = −(𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓。因此，我们有 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + (−(𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓) (𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑓̅̅ ̅ (− (𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓) ((𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧)
= 0. (2.5) 

此时映射𝑔 ∘ 𝑓即为共形映射，证明见附录 1 中的证明 A.1.2。后续数值实现章节的思路

便是根据给定的限制条件，求解得到两个合适的拟共形映射，满足上述关系。 

由于本文涉及复杂曲面的映射求解，下面介绍定义在黎曼面（配备共形结构的拓扑

曲面，具有角度、面积和长度的测量）上的共形映射[172]。令𝑓: (𝒮, 𝑔𝒮) → (ℳ,𝑔ℳ)为两个

黎曼面之间的可逆映射，如果映射诱导的后拉度量𝑓∗𝑔ℳ与初始度量𝑔𝒮之间相差一个标

量函数𝜚: 𝒮 → ℝ，使得 

𝑓∗𝑔ℳ = 𝜚𝑔𝒮 , (2.6) 

则该映射被称为共形映射（上式的直观解释即为共形映射具有保角的特性）。共形参数

化的核心目的在于求解给定曲面到合适参数域的共形映射，而映射存在的底层理论依据

是下列的单值化定理，证明见[173]。 
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定理 2.1（单值化定理）任何一个单连通黎曼面与下列三种标准黎曼面之一共形等

价：单位黎曼球面𝕊2、复平面ℂ或者单位圆盘𝔻。 

通常来说，曲面共形映射的求解是高度非线性的几何问题。因此，合理且高效的初

始化映射显得尤为重要。其中，调和映射因其以下优势而被广泛采用[172]：（1）算法简

洁且计算稳定；（2）具有微分同胚性质；（3）曲面的角度畸变较小，接近共形映射。 

定义 2.3（调和映射）设𝒮为嵌入在三维欧氏空间ℝ3中的二维黎曼面，𝑓: 𝒮 → ℂ为从

曲面到复平面的双射。若映射𝑓极小化下列调和能量（harmonic energy，亦称为 Dirichlet 

energy[174]） 

𝐸ℎ(𝑓) = ∫|
𝒮

∇𝒮𝑓|
2d𝐴, (2.7) 

则称其为调和映射。上式中∇𝒮(∙)为曲面切向梯度算子（函数沿曲面切向量方向的变化率），

通过三维欧氏空间的梯度算子∇3d(∙)向切线方向投影得到，即 

∇𝒮(∙) = ∇3d(∙) − 𝑵(𝑵 ∙ ∇3d(∙)), (2.8) 

其中𝑵为曲面单位法向量。在当前求解流程中，由于目标区域为二维平直参数域，能量

泛函(2.7)的 Euler-Lagrange 方程[175]退化为 Laplace-Beltrami 方程[176]，即Δ𝒮𝑓 = 0，其中

符号Δ𝒮(∙) = ∇𝒮 ∙ ∇𝒮(∙)代表定义在曲面𝒮上的 Laplace-Beltrami 算子，∇𝒮 ∙ (∙)为曲面散度

算子。需要注意的是，能量泛函(2.7)和控制方程中相关的算子均涉及在每一点处向切空

间投影的操作，因此存在几何诱导的“非线性”[172]。另外，由于满足上述方程的解不唯

一，需进一步施加边界条件确定唯一映射，详情见下一节。 

2.1.2 数值实现 

本工作主要采用有限元方法求解曲面共形参数化。不同于其他方法中直接求解共形

映射本身，本文采取的求解策略是先获得具有合适条件的拟共形映射，再通过拟共形映

射复合形成所需的共形映射。该方法所得映射的双射性和共形性是避免后续结构优化问

题列式中非线性和奇异性的关键。共形映射的求解具有高度非线性，合适的初始值可以

显著提升最终结果的质量。因此，我们首先将前述的调和映射作为初始映射（确保了能

量的最小化，比较接近共形映射，这样的性质有助于提供一个较好的初值）。 

给定亏格为零的单连通可定向开曲面𝒮，假设映射目标区域为定义在复平面ℂ中的单

位圆盘𝔻，则调和映射𝑓1: 𝒮 → 𝔻的求解等价于调和能量泛函𝐸ℎ(𝑓1)的最小化问题。考虑

到前述求解调和映射的挑战，本文采用文献中[172]所提的离散线性化方法。具体来说，采

用有限单元（一阶单元）对曲面𝒮进行离散，得到欧氏三角面片集合{𝒮∆
𝑒 , 𝑒 = 1,… , 𝑛𝑒}，

原始的光滑调和映射𝑓1由此通过一系列的分片线性映射𝑓∆
𝑒: 𝒮∆

𝑒 → 𝒟∆
𝑒逼近，其中𝒟∆

𝑒为参数

域𝔻中对应𝒮∆
𝑒的平面三角面片，𝑛𝑒为单元个数。考虑三角面片𝒮∆

𝑒，设其顶点坐标分别为
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𝒗1
𝑒，𝒗2

𝑒，𝒗3
𝑒，各顶点对应的三角形内角为𝜃𝑖

𝑒 , 𝑖 = 1,2,3，面片的单位法向量为𝑵𝑒 = (𝒗2
𝑒 −

𝒗1
𝑒) × (𝒗3

𝑒 − 𝒗2
𝑒)/‖(𝒗2

𝑒 − 𝒗1
𝑒) × (𝒗3

𝑒 − 𝒗2
𝑒)‖。对于面内任一点𝒙，其离散映射采用线性插值

表示为 

𝑓∆
𝑒(𝒙) = 𝜆1𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒) + 𝜆2𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒) + 𝜆3𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒), (2.9) 

其中𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2,3为形函数，通过面积坐标定义 

{
  
 

  
 𝜆1 =

(𝒗2
𝑒 − 𝒙) × (𝒗3

𝑒 − 𝒙) ∙ 𝑵𝑒

(𝒗2
𝑒 − 𝒗1

𝑒) × (𝒗3
𝑒 − 𝒗1

𝑒) ∙ 𝑵𝑒
,

𝜆2 =
(𝒗3

𝑒 − 𝒙) × (𝒗1
𝑒 − 𝒙) ∙ 𝑵𝑒

(𝒗3
𝑒 − 𝒗2

𝑒) × (𝒗1
𝑒 − 𝒗2

𝑒) ∙ 𝑵𝑒
,

𝜆3 =
(𝒗1

𝑒 − 𝒙) × (𝒗2
𝑒 − 𝒙) ∙ 𝑵𝑒

(𝒗1
𝑒 − 𝒗3

𝑒) × (𝒗2
𝑒 − 𝒗3

𝑒) ∙ 𝑵𝑒
.

(2.10) 

另外，𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒)的含义为𝑓∆
𝑒(∙)将𝒗𝑖

𝑒映射至𝒟∆
𝑒对应的角点。当𝒗𝑖

𝑒为曲面的内部节点时，

𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒)为待求的未知量；当𝒗𝑖
𝑒为边界节点时，𝑓∆

𝑒(𝒗𝑖
𝑒)为预设的边界条件（边界条件设置

的方法为弧长参数化，实施过程见附录 1 中的算法 A.1.1）。 

 

图 2.1 共形参数化技术中边界法向量的定义 

Fig. 2.1 Definition of boundary normal vectors in the conformal parameterization technique 

 

定义三条边（与节点对应）的法向量（图 2.1 所示）分别为 

{

𝒔1
𝑒 = 𝑵𝑒 × (𝒗3

𝑒 − 𝒗2
𝑒),

𝒔2
𝑒 = 𝑵𝑒 × (𝒗1

𝑒 − 𝒗3
𝑒),

𝒔3
𝑒 = 𝑵𝑒 × (𝒗2 − 𝒗1

𝑒),

(2.11) 

则离散映射的梯度（推导见附录 1 中的证明 A.1.3）为 

∇𝒮
𝑒𝑓∆

𝑒(𝒙) =
1

2𝐴𝑒
∑𝑓∆

𝑒(𝒗𝑖
𝑒)𝒔𝑖

𝑒

3

𝑖=1

, (2.12) 

式中𝐴𝑒为三角面片𝒮∆
𝑒的面积。面片的调和能量为 
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𝐸ℎ
𝑒 = ∫ |∇𝒮

𝑒𝑓∆
𝑒(𝒙)|2d𝐴

 

𝒮∆
𝑒

, (2.13) 

带入方程(2.12)并简化可得（推导过程见附录 1 中的证明 A.1.3） 

𝐸ℎ
𝑒 =

cot𝜃1
𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒))

2
+
cot𝜃2

𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒))

2

+
cot𝜃3

𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒))

2
. (2.14)

 

令未知量向量为𝑷𝑒
⊤ = [𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒), 𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒), 𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒)]，令单刚𝐌∆

𝑒为 

𝐌∆
𝑒 = [

cot𝜃2
𝑒 + cot𝜃3

𝑒 −cot𝜃3
𝑒 −cot𝜃2

𝑒

−cot𝜃3
𝑒 cot𝜃1

𝑒 + cot𝜃3
𝑒 −cot𝜃1

𝑒

−cot𝜃2
𝑒 −cot𝜃1

𝑒 cot𝜃1
𝑒 + cot𝜃2

𝑒
] , (2.15) 

则单元调和能量进一步写为 

𝐸ℎ
𝑒 =

1

2
𝑷𝑒
⊤𝐌∆

𝑒𝑷𝑒. (2.16) 

注意到这里单刚半正定，因此调和能量非负，即𝐸ℎ
𝑒 ≥ 0。在得到单刚后，按照单元自由

度与全局自由度的关系将求解调和映射的总体刚度阵组装为 

𝐌 =∑𝐋𝑒
⊤𝐌∆

𝑒𝐋𝑒

𝑛𝑒

𝑒=1

, (2.17) 

式中𝐋𝑒为将单元𝒮∆
𝑒的单刚对应的局部节点编号投射到全局节点编号的稀疏组装矩阵。同

理，全局未知量向量为 

𝑷 =∑𝐋𝑒
⊤𝑷𝒆

𝑛

𝑒=1

. (2.18) 

因此，整体离散曲面的调和能量为 

𝐸ℎ(𝑓1) =∑𝐸ℎ
𝑒

𝑛𝑒

𝑒=1

=
1

2
𝑷⊤𝐌𝑷. (2.19) 

在所有边界条件允许的可能位移中，真实解使得整体调和能量达到极小值（凸函数），

因此有 

𝜕𝐸ℎ(𝑓1)

𝜕𝑷
= 𝟎, (2.20) 

即 

𝐌𝑷 = 𝟎. (2.21) 

由于还未施加边界条件，此处总体刚度阵𝐌具有奇异性。为了进一步求解未知量，我们

根据边界条件（弧长参数化，附录 1 中的算法 A.1.1）对总体刚度矩阵进行处理。设上

述总体刚度方程分块为 
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[
𝐌BB 𝐌BI

𝐌IB 𝐌II
] [
𝑷B
𝑷I
] = [

𝟎B
𝟎I
] , (2.22) 

式中下标B代表边界节点相关的几何量，下标I代表内部节点相关的几何量，𝐌IB = 𝐌BI
⊤ 。

根据边界条件有𝑷B = 𝑷̅B（弧长参数化的计算结果）。因此，上述方程进一步处理为 

[
𝐈BB 𝟎BI
𝐌IB 𝐌II

] [
𝑷̅B
𝑷I
] = [

𝑷̅B
𝟎I
] , (2.23) 

式中𝐈BB代表和𝐌BB同维度的单位矩阵，𝟎BI代表和𝐌BI同维度的零矩阵。通过边界条件的

处理，原始总体刚度矩阵被处理为满秩，因此上述方程可直接通过矩阵求逆求解，并获

得调和映射的计算结果：对于曲面网格上的任意节点𝒗𝑒
𝑖，均有目标域内的点𝑓∆

𝑒(𝒗𝑒
𝑖 )与之

对应；对于曲面网格上非节点的任意一点，则通过插值函数(2.9)获得目标域中的对应点。 

对于零亏格的闭合曲面，共形映射等价于调和映射[177]。然而我们处理的是带边曲

面，此时固定边界条件下的调和映射通常是非共形的。下面进一步介绍纠正共形畸变的

LBS（Linear Beltrami Solver）方法[137]。目前已经求解获得映射𝑓1: 𝒮 → 𝔻，由于该映射的

双射特性，我们可以得到逆映射𝑓1
−1: 𝔻 → 𝒮。利用逆映射我们可以得到曲面𝒮的第一基本

形式（Riemann 度量） 

d𝑠2 = 𝑎11d𝑥
2 + 2𝑎12d𝑥d𝑦 + 𝑎22d𝑦

2, (2.24) 

式中𝑎11，𝑎12，𝑎22为曲面的第一基本量，而逆映射的 Beltrami 系数则进一步计算[172]为 

𝜇𝑓1−1 =
𝑎11 − 𝑎22 + 2𝑎12𝑗

𝑎11 + 𝑎22 + 2√𝑎11𝑎22 − 𝑎122
. (2.25) 

根据拟共形映射的复合特性，我们需要在映射𝑓1的基础上求解得到第二个映射𝑓2，

使得𝜇𝑓2 = 𝜇𝑓1−1（解的存在性与唯一性见文献[171]第五章）。令𝜇𝑓1−1 = 𝜌 + 𝑗𝜏为逆映射𝑓1
−1

的 Beltrami 算子，其中𝜌和𝜏分别代表实部和虚部。令𝑓2(𝑥 + 𝑗𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑗𝑣(𝑥, 𝑦): 𝔻 →

ℳ为所需的拟共形映射，这里(𝑥, 𝑦)和(𝑢, 𝑣)分别是定义在圆盘𝔻和参数域ℳ上的复坐标，

待求未知量为𝑢和𝑣，未知量个数与条件𝜇𝑓2 = 𝜇𝑓1−1对应的独立方程个数相等。具体而言，

未知数需满足偏微分方程组（推导过程见附录 1 中的证明 A.1.4） 

{
∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑢) = 0,      in  𝔻,

∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑣) = 0,       in  𝔻,

 
(2.26) 

式中∇2d
⊤ = (

∂

𝜕𝑥
,
∂

𝜕𝑦
)，∇2d

⊤ (⋅)为定义于参数域中的欧氏梯度算子，∇2d
⊤ ⋅ (⋅)为相应的散度算

子，𝐀 = [
𝛼1 𝛼2
𝛼2 𝛼3

]， 𝛼1 =
(𝜌−1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
，𝛼2 = −

2𝜏

1−𝜌2−𝜏2
， 𝛼3 =

(𝜌+1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
。 

需要注意的是，满足上述方程的解不唯一。为了让问题适定，我们需要进一步定义

边界条件。最终映射的结果会用来构建移动可变形组件法，因此要求映射得到的参数域

ℳ为长方形，从而得到 Dirichlet 边界条件：“圆形边界上取四个点，映射至长方形的角
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点上；圆的边缘映射至长方形的边”。然而在实际计算中，“零亏格单连通开曲面共形

映射至平面域”问题解的唯一性通过三点对应（three-point correspondences）关系保证[99]，

四个角点的选取则形成过定约束，导致共形映射求解的失败。 

 

图 2.2 单位正方形映射边界条件示意图 

Fig. 2.2 Schematic diagram of the boundary conditions of the unit square mapping 

 

为解决上述问题，此处将共形畸变的修正工作分解为单位正方形映射（将圆盘映射

至单位正方形ℳ̃）和宽度优化两部分完成。对于单位正方形映射，其区域内部满足方程

(2.26)，而边界则做出以下额外设置。首先根据几何特征在原始曲面上选取四个点

{𝒗1
𝑏 , 𝒗2

𝑏 , 𝒗3
𝑏 , 𝒗4

𝑏}，则圆盘𝔻的边界曲线Γ依据映射𝑓1: 𝒮 → 𝔻被分为对应的四段Γ1，Γ2，Γ3，

Γ4，如图 2.2 所示。因此单位正方形映射对应的边界条件为： 

{
 
 

 
 
𝑢|Γ4 = 0,

𝑢|Γ2 = 1,

𝑣|Γ1 = 0,

𝑣|Γ3 = 1.

(2.27) 

综上所述，映射𝑓2的求解需要先完成下面两个广义 Laplace 方程的求解（分别对应

映射𝑓2的实部与虚部） 
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{

∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑢) = 0,       in  𝔻,

𝑢|Γ4 = 0,                                       

𝑢|Γ2 = 1,                                       

                                         (2.28a) 

以及 

{

∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑣) = 0,       in  𝔻,

𝑣|Γ1 = 0,                                       

𝑣|Γ3 = 1.                                       

                                         (2.28b) 

 

图 2.3 基于拟共形映射复合的曲面共形参数化求解思路示意图 

Fig. 2.3 Schematic diagram of the solution idea for surface conformal parameterization based 

on the composition of quasi-conformal mappings 

 

以分量函数𝑢的求解为例，令ℎ为圆盘边界上为零的测试函数，则问题(2.28a)的弱形式为 

𝐿(ℎ, 𝑢) =  ∫ (ℎ∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑢)) d𝐴

𝔻

, (2.29) 

利用高斯定理，上式简化为 

𝐿(ℎ, 𝑢) = ∫ (∇2d
⊤ ⋅ (ℎ𝐀 ⋅ ∇2d𝑢) − ∇2d

⊤ ℎ ⋅ 𝐀 ⋅ ∇2d𝑢)d𝐴
𝔻

= ∫ (𝒏 ⋅ (ℎ𝐀 ⋅ ∇2d𝑢))d𝐴
𝜕𝔻

−∫(∇2d
⊤ ℎ ⋅ 𝐀 ⋅ ∇2d𝑢)d𝐴

𝔻

= −∫(∇2d
⊤ ℎ ⋅ 𝐀 ⋅ ∇2d𝑢)d𝐴

𝔻

. (2.30)
 

上式中𝒏为边界𝜕𝔻的外法向。将上述弱形式采用有限元离散求解后，并施加相应的边界

条件，得到未知量𝑢，未知量𝑣同理可得。因此，单位正方形映射的显式表达式为𝑓2 = 𝑢 +
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𝑗𝑣: 𝔻 → ℳ̃。正如前文所述，该映射需进行系数优化从而得到最终映射𝑓2: 𝔻 → ℳ，优化

问题列式为 

find 𝜆 ∈ ℝ+:   min obj(𝜆) = ∫ |𝜇𝑔𝜆 − 𝜇𝑓1−1|
2

𝔻

d𝑠 , (2.31) 

式中𝜇𝑔𝜆为函数𝑔𝜆的 Beltrami 系数，𝑔𝜆 = 𝑔𝜆(𝑢, 𝑣) = 𝑢 + 𝑗𝜆𝑣为对映射𝑓2进行线性变换得

到的函数族。求解上述优化问题，得到最优宽度系数（即共形模，conformal module）𝜆∗

和映射𝑓2 = 𝑢 + 𝑗𝜆∗𝑣。至此，我们已经求解得到所需的共形映射𝑓 = 𝑓2 ∘ 𝑓1: 𝒮 → ℳ，整

体求解思路总结如图 2.3 所示。上述求解策略合理性的证明见论文[170]。 

2.2 壳体的力学模型 

在第三章和第四章研究中，力学模型涵盖薄壁/厚壁的壳体，因此须采用通用壳体模

型（无需小厚度、规则壳、小曲率扁壳等额外的几何假设）降低算法的冗杂度。考虑线

弹性壳体：材料线弹性，应力通过线性本构与应变关联；变形线弹性，应变线性依赖于

位移。另外，材料设置为各向同性、均匀分布。下面本节对相应的理论模型进行简要介

绍，相关文献请参考[12,31,39,178-182]。 

2.2.1 壳体的几何关系 

相比于平板理论，壳理论主要需额外考虑几何所带来的复杂性，因此在描述其内在

的力学原理之前，需先确定壳体模型的几何关系，此节采用经典著作[178]中的符号表示。 

不同于实体模型，壳体模型通常采用中面建模的方式描述几何。令壳体所占据的区

域为ℬ，其中面为𝒮，根据壳体的几何特征有基于笛卡尔积的分解ℬ = 𝒮 ×𝒲成立，其中

𝒲为厚度坐标取值区间。中面𝒮通过二维坐标卡（chart）定义，即𝒮 = 𝝓(𝓌)，其中𝝓:𝓌 ⊂

ℝ2 ⟶ 𝒮 ⊂ ℝ3，𝓌为曲面对应的参数域。同理，利用三维坐标卡定义实体区域，即𝜱:Ω ⊂

ℝ3 ⟶ ℬ ⊂ ℝ3，Ω为三维参数域，定义为 

Ω = {(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) ∈ ℝ3|(𝜉1, 𝜉2) ∈ 𝓌, 𝜉3 ∈ 𝒲}. (2.32) 

需要注意的是，由于曲纹坐标(𝜉1, 𝜉2)和厚度坐标𝜉3的解耦性，此处厚度取值区间无需通

过坐标卡定义，且有𝒲 = [−
𝑡

2
,
𝑡

2
]，𝑡为壳体厚度。另外，虽然区域ℬ和Ω都定义在三维空

间内，但是壳体区域ℬ属于真实物理空间而参数域Ω属于额外定义的参数空间，二者通过

坐标卡ℬ = 𝜱(Ω)联结，对于𝒮和𝓌同理。曲面上的协变基向量（切向量）为 

𝒂𝛼 =
𝜕𝝓(𝜉1, 𝜉2)

𝜕𝜉𝛼
, 𝛼 = 1,2. (2.33) 

这里符号𝛼，包括后文中希腊字母下标𝛽、𝛾等，若未作特殊声明均用来索引面内的曲纹

坐标，取值均为 1 和 2，后续不再作特殊说明。曲面的单位法向量则进一步计算为 
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𝒂3 =
𝒂1 × 𝒂2
‖𝒂1 × 𝒂2‖

. (2.34) 

利用上述单位法向量，三维坐标卡可显式地写为 

𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = 𝝓(𝜉1, 𝜉2) + 𝜉3𝒂3(𝜉
1, 𝜉2), (2.35) 

因此，对于参数域Ω中任意一点(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)，其三维物理空间中所对应的点为𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)。

需要注意的是，对于复杂的几何构型，壳体中面可拆解为多个坐标卡，这些坐标卡共同

组合形成图册（atlas），此处仅讨论最为普适的壳体中面仅由单个坐标卡定义的场景。

利用协变基向量定义逆变基向量： 

𝒂𝛼 ∙ 𝒂
𝛽 = 𝛿𝛼

𝛽
, 𝛽 = 1,2, (2.36) 

其中𝛿𝛼
𝛽
为 Kronecker-delta 符号。根据微分几何[183]，曲面的第一基本形式（first fundamental 

form）的计算公式为 

d𝝓(𝜉1, 𝜉2) ∙ d𝝓(𝜉1, 𝜉2) = 𝒂𝛼 ∙ 𝒂𝛽d𝜉
𝛼d𝜉𝛽 , (2.37) 

其中曲面的第一类基本量（度量张量）为 

𝑎𝛼𝛽 = 𝒂𝛼 ∙ 𝒂𝛽 , (2.38) 

并且有 

𝑎𝛼𝛽 = 𝒂𝛼 ∙ 𝒂𝛽 , (2.39) 

以及曲面第二基本形式（second fundamental form）的计算公式为 

d2𝝓(𝜉1, 𝜉2) ∙ 𝒂3 = −d𝝓(𝜉1, 𝜉2) ∙ d𝒂3, (2.40) 

展开得 

−d𝝓(𝜉1, 𝜉2) ∙ d𝒂3 = −𝒂3,𝛽 ∙ 𝒂𝛼d𝜉
𝛼d𝜉𝛽 , (2.41) 

其中曲面的第二类基本量为 

𝑏𝛼𝛽 = −𝒂3,𝛽 ∙ 𝒂𝛼. (2.42) 

按照协变-逆变的形式表达为 

𝑏𝛼
𝛽
= 𝑎𝛽𝛾𝑏𝛾𝛼 = −𝑎𝛽𝛾𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂𝛾 = −𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂

𝛽 . (2.43) 

由于𝒂𝛼 =
𝜕𝝓(𝜉1,𝜉2)

𝜕𝜉𝛼
，𝒂𝛼,𝛽 =

𝜕2𝝓(𝜉1,𝜉2)

𝜕𝜉𝛼𝜕𝜉𝛽
= 𝒂𝛽,𝛼，−𝒂3,𝛽 ∙ 𝒂𝛼 = 𝒂3 ∙ 𝒂𝛽,𝛼 = −𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂𝛽，因此

𝑏𝛼𝛽 = 𝑏𝛽𝛼。最后，曲面的第三基本形式（third fundamental form）为 

d𝒂3 ∙ d𝒂3 = 𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂3,𝛽d𝜉
𝛼d𝜉𝛽 , (2.44) 

其中曲面的第三类基本量为 

𝑐𝛼𝛽 = 𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂3,𝛽 , (2.45) 

根据(2.42)和(2.43)，上式可简化为 

𝑐𝛼𝛽 = 𝑏𝛼
𝛾
𝑏𝛾𝛽 , (2.46) 
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根据公式(2.45)，有𝑐𝛼𝛽 = 𝑐𝛽𝛼成立。曲面的基本形式和基本量是描述曲面几何特性的重

要工具，同时与壳体的形变、弯曲等力学行为密切相关。其中，第一基本形式描述的是

曲面上两点间内蕴的距离关系，可以用来计算曲面上的长度、角度、面积等；第二基本

形式刻画的是曲面上法向量场和切平面之间的关系，描述了曲面在各点处的面外弯曲程

度（曲率）；第三基本形式实际上并非是独立变量[183]，但也被用来描述壳体的变形。最

后，我们基于实体区域的参数化推导其配备的协变基向量。根据定义，我们可以直接得

到 

𝒈𝛼 =
𝜕𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)

𝜕𝜉𝛼
, (2.47) 

以及 

𝒈3 =
𝜕𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)

𝜕𝜉3
. (2.48) 

将三维坐标卡的显式表达式(2.35)带入可得 

𝒈𝛼 =
𝜕𝝓(𝜉1, 𝜉2)

𝜕𝜉𝛼
+ 𝜉3

𝜕𝒂3(𝜉
1, 𝜉2)

𝜕𝜉𝛼
, (2.49) 

以及 

𝒈3 = 𝒂3. (2.50) 

公式(2.49)可进一步简化为 

𝒈𝛼 = 𝒂𝛼 + 𝜉
3𝒂3,𝛼 = 𝒂𝛼 + 𝜉

3(𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂
𝛽)𝒂𝛽 = 𝒂𝛼 − 𝜉

3𝑏𝛼
𝛽
𝒂𝛽 = (𝛿𝛼

𝛽
− 𝜉3𝑏𝛼

𝛽
)𝒂𝛽 . (2.51) 

类似地，定义逆变基向量 

𝒈𝛼 ∙ 𝒈
𝛽 = 𝛿𝛼

𝛽
. (2.52) 

因此，逆变形式的度量张量为𝑔𝛼𝛽 = 𝒈𝛼 ∙ 𝒈𝛽。需要注意的是曲面度量张量𝑎𝛼𝛽（或者𝑎𝛼𝛽）

是定义在壳体中面上的，而此处𝑔𝛼𝛽是定义在壳体所占据的整个实体ℬ上的，并且根据定

义可以判断𝑎𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝛽|𝜉3=0。曲面向量𝒗 = 𝑣𝛽𝒂
𝛽关于坐标𝜉𝛼的偏导数为 

𝜕𝒗

𝜕𝜉𝛼
= 𝑣𝛽,𝛼𝒂

𝛽 + 𝑣𝛽𝒂,𝛼
𝛽
, (2.53) 

其中𝑣𝛽,𝛼为协变分量𝑣𝛽关于坐标𝜉𝛼的导数；向量𝒂,𝛼
𝛽
按照面内外分量分解的形式表示为 

𝒂,𝛼
𝛽
= (𝒂,𝛼

𝛽
∙ 𝒂𝛾)𝒂

𝛾 + (𝒂,𝛼
𝛽
∙ 𝒂3)𝒂3. (2.54) 

采用曲面 Christoffel 符号[178] 

𝛤𝛾𝛼
𝛽
= 𝒂𝛾,𝛼 ∙ 𝒂

𝛽 , (2.55) 

由于𝒂𝛾 ∙ 𝒂
𝛽 = 𝛿𝛾

𝛽
，(𝒂𝛾 ∙ 𝒂

𝛽)
,𝛼
= 0，因此 

𝛤𝛾𝛼
𝛽
= 𝒂𝛾,𝛼 ∙ 𝒂

𝛽 = −𝒂𝛾 ∙ 𝒂,𝛼
𝛽
= −𝒂,𝛼

𝛽
∙ 𝒂𝛾. (2.56) 
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另外 

𝒂,𝛼
𝛽
∙ 𝒂3 = −𝒂

𝛽 ∙ 𝒂3,𝛼 = 𝑏𝛼
𝛽
. (2.57) 

因此公式(2.53)简化为 

𝜕𝒗

𝜕𝜉𝛼
= 𝑣𝛽,𝛼𝒂

𝛽 − 𝑣𝛽𝛤𝛾𝛼
𝛽
𝒂𝛾 + 𝑣𝛽𝑏𝛼

𝛽
𝒂3, (2.58) 

进一步整理得 

𝜕𝒗

𝜕𝜉𝛼
= (𝑣𝛽,𝛼 − 𝛤𝛽𝛼

𝛾
𝑣𝛾) 𝒂

𝛽 + 𝑣𝛾𝑏𝛼
𝛾
𝒂3. (2.59) 

定义协变分量𝑣𝛽对坐标𝜉𝛼的协变导数[178]为 

𝑣𝛽|𝛼 = 𝑣𝛽,𝛼 − 𝛤𝛽𝛼
𝛾
𝑣𝛾 , (2.60) 

因此有 

𝜕𝒗

𝜕𝜉𝛼
= 𝑣𝛾|𝛼𝒂

𝛾 + 𝑣𝛾𝑏𝛼
𝛾
𝒂3. (2.61) 

可以看出在平直坐标系中，协变导数退化为普通偏导数，并且曲率𝑏𝛼
𝛾
为零。另外，考虑

面外单位法向量𝒂3关于坐标𝜉𝛼的偏导数 

𝒂3,𝛼 = (𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂𝛾)𝒂
𝛾 + (𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂3)𝒂3, (2.62) 

由于𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂3 = 0，𝒂3,𝛼 ∙ 𝒂𝛾 = −𝑏𝛼𝛾，我们有 

𝒂3,𝛼 = −𝑏𝛼𝛾𝒂
𝛾 = −𝑏𝛼

𝛾
𝒂𝛾. (2.63) 

2.2.2 线弹性通用壳体的基本模型 

构建壳体模型的第一步是在几何关系的基础上引入运动学假设来预设结构的位移

模式。本文采用经典的 Reissner-Mindlin 运动学假设（Reissner-Mindlin kinematical 

assumption），该假设适用于厚壳模型，而针对薄壳模型则需要引入更为严格的 Kirchhoff-

Love 运动学假设，实现过程见下一小节。 

对于实体区域内任意一点𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)，其在三维空间中的位移𝑼(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3)可分解

为中面位移𝒖(𝜉1, 𝜉2)和厚度方向上转角𝜽(𝜉1, 𝜉2)引起的位移的叠加，并且该点与中面上

投影点连接形成的材料线在变形过程中保持直线且未被拉伸（变形后可能不垂直于中

面），公式表达为 

𝑼(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = 𝒖(𝜉1, 𝜉2) + 𝜉3𝜃𝛾(𝜉
1, 𝜉2)𝒂𝛾(𝜉1, 𝜉2). (2.64) 

其中𝜃𝛾, 𝛾 = 1, 2为𝜽的分量，符号𝜉3𝜃1𝒂
1代表由距离中面𝜉3处、关于中面点𝒐、绕向量𝒂2

转动所造成的位移（幅值为𝜉3𝜃1，方向沿单位向量为𝒂1）；同理符号𝜉3𝜃2𝒂
2代表由距离

中面𝜉3处、关于中面点𝒐、绕向量−𝒂1转动所造成的位移，如图 2.4 所示（这里材料线
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material line 垂直于壳体中曲面）。注意，此处将𝜃2定义为关于向量−𝒂1的旋转角度主要

是考虑我们采用的是右手系[184]，并且需要保证正负号的统一。 

 

图 2.4 壳体模型的转角自由度定义[181] 

Fig. 2.4 Definition of rotational degrees of freedom for the shell model 

 

下面考虑应变-位移关系。根据文献[185]，曲纹坐标系中的小应变定义为 

𝜀𝑖𝑘 =
1

2
(𝑔𝑖𝑘

∗ − 𝑔𝑖𝑘)𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟, 𝑖, 𝑘 = 1,2,3, (2.65) 

其中为𝑔𝑖𝑘
∗ 变形后的度量张量，由变形后的协变坐标计算得到，即𝑔𝑖𝑘

∗ = 𝒈𝑖
∗ ∙ 𝒈𝑘

∗，因此 

𝑔𝑖𝑘
∗ = 𝑔𝑖

∗ ∙ 𝑔𝑘
∗ = (𝒈𝑖 + 𝑼,𝑖) ∙ (𝒈𝑘 +𝑼,𝑘). (2.66) 

取线性化部分可得 

𝜀𝑖𝑘 =
1

2
(𝒈𝑖 ∙ 𝑼,𝑘 + 𝒈𝑘 ∙ 𝑼,𝑖). (2.67) 

根据(2.64)，位移向量有以下分解 

𝑼 = (𝑢𝛾 + 𝜉
3𝜃𝛾)𝒂

𝛾 + 𝑢3𝒂3. (2.68) 

利用前面推导的公式(2.61)以及(2.63)，可得关于位移向量的偏导数 

𝑼,𝛼 = 𝑈𝛾𝛼𝒂
𝛾 + 𝑈3𝛼𝒂3, (2.69) 

其中 

{
𝑈𝛾𝛼 = 𝑢𝛾|𝛼 − 𝑢3𝑏𝛼𝛾 + 𝜉

3𝜃𝛾|𝛼

𝑈3𝛼 = 𝑢𝛾𝑏𝛼
𝛾
+ 𝑢3,𝛼 + 𝜉

3𝜃𝛾𝑏𝛼
𝛾
 
. (2.70) 

另外有 

𝑼,3 = 𝜃𝛾𝒂
𝛾 . (2.71) 

将(2.50 − 2.51)以及(2.69)带入(2.67)可得 
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𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝒈𝛼 ∙ 𝑼,𝛽 + 𝒈𝛽 ∙ 𝑼,𝛼) =

1

2
(𝑈𝛾𝛽(𝛿𝛼

𝜇
− 𝜉3𝑏𝛼

𝜇
)𝛿𝜇

𝛾
+ 𝑈𝛾𝛼 (𝛿𝛽

𝜇
− 𝜉3𝑏𝛽

𝜇
) 𝛿𝜇

𝛾
) . (2.72) 

这里利用了𝒂𝛾 ∙ 𝒂𝜇 = 𝛿𝜇
𝛾
以及𝒂3 ∙ 𝒂𝜇 = 0。上式进一步整理为 

𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝑈𝛼𝛽 − 𝜉

3𝑏𝛽
𝜇
𝑈𝜇𝛼 + 𝑈𝛽𝛼 − 𝜉

3𝑏𝛼
𝜇
𝑈𝜇𝛽) . (2.73) 

将(2.70)带入上式可得 

𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝑢𝛼|𝛽 − 𝑢3𝑏𝛽𝛼 + 𝜉

3𝜃𝛼|𝛽 + 𝑢𝛽|𝛼 − 𝑢3𝑏𝛼𝛽 + 𝜉
3𝜃𝛽|𝛼)

−
1

2
𝜉3(𝑏𝛽

𝜇
(𝑢𝜇|𝛼 − 𝑢3𝑏𝛼𝜇 + 𝜉

3𝜃𝜇|𝛼) + 𝑏𝛼
𝜇
(𝑢𝜇|𝛽 − 𝑢3𝑏𝛽𝜇 + 𝜉

3𝜃𝜇|𝛽)). (2.74)

 

利用方程(2.46)以及对称关系𝑏𝛽𝛼 = 𝑏𝛼𝛽和𝑐𝛽𝛼 = 𝑐𝛼𝛽，上式可简化为 

𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝑢𝛼|𝛽 + 𝑢𝛽|𝛼) − 𝑏𝛼𝛽𝑢3 + 𝜉

3 (
1

2
(𝜃𝛼|𝛽 + 𝜃𝛽|𝛼 − 𝑏𝛽

𝜇
𝑢𝜇|𝛼 − 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇|𝛽) + 𝑐𝛼𝛽𝑢3)

−
1

2
(𝜉3)2 (𝑏𝛽

𝜇
𝜃𝜇|𝛼 + 𝑏𝛼

𝜇
𝜃𝜇|𝛽) . (2.75)

 

另外有 

𝜀𝛼3 =
1

2
(𝒈𝛼 ∙ 𝑼,3 + 𝒈3 ∙ 𝑼,𝛼) =

1

2
(𝜃𝛾(𝛿𝛼

𝜇
− 𝜉3𝑏𝛼

𝜇
)𝛿𝜇

𝛾
+ 𝑈3𝛼). (2.76) 

将公式(2.70)第二项带入上式可得 

𝜀𝛼3 =
1

2
(𝜃𝛼 − 𝜉

3𝑏𝛼
𝜇
𝜃𝜇 + 𝑈3𝛼) =

1

2
(𝜃𝛼 + 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇 + 𝑢3,𝛼). (2.77) 

另外，应变分量𝜀33推导可得𝜀33 = 0。根据厚度的阶次，应变可进一步定义为 

{

𝜀𝛼𝛽 = 𝑒𝛼𝛽 + 𝜉
3𝜒𝛼𝛽 − (𝜉

3)2𝜅𝛼𝛽 ,

𝜀𝛼3 = 𝜁𝛼 ,                                           
𝜀33 = 0,                                             

(2.78) 

其中 

{
 
 
 

 
 
 𝑒𝛼𝛽 =

1

2
(𝑢𝛼|𝛽 + 𝑢𝛽|𝛼) − 𝑏𝛼𝛽𝑢3,                                    

𝜒𝛼𝛽 =
1

2
(𝜃𝛼|𝛽 + 𝜃𝛽|𝛼 − 𝑏𝛽

𝜇
𝑢𝜇|𝛼 − 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇|𝛽) + 𝑐𝛼𝛽𝑢3,

𝜅𝛼𝛽 =
1

2
(𝑏𝛽

𝜇
𝜃𝜇|𝛼 + 𝑏𝛼

𝜇
𝜃𝜇|𝛽),                                           

𝜁𝛼 =
1

2
(𝜃𝛼 + 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇 + 𝑢3,𝛼).                                             

(2.79) 

上式中，张量𝑒𝛼𝛽、𝜒𝛼𝛽以及𝜁𝛼分别称为膜应变（membrane strain）、弯曲应变（bending 

strain）与剪切应变（shearing strain）。膜应变描述壳体在外力作用下的面内拉伸与压缩

变形，由面内位移的协变导数和面外变形关于曲率的累积（𝑏𝛼𝛽𝑢3）构成，不随厚度方向

的坐标变化，且与角度自由度无关。弯曲应变虽然也是定义在曲面内的张量分量，但其
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在整体应变中与厚度耦合，导致整体位移（即应变关于坐标的积分）随厚度变化，因此

壳体宏观上表现出弯曲变形；该项是角度自由度和平动自由度同时贡献的结果。剪切应

变的指向为曲面法向，也就是面外方向，描述材料沿厚度方向的错动，这种剪切效应对

于较厚的壳体尤为显著。另外，即使此处采用了小应变假设，壳体本身的曲率仍然诱导

了应变分量关于厚度的高次项（平板情况退化为零），即应变分量−(𝜉3)2𝜅𝛼𝛽。 

在考虑平面应力假设的壳体中，各向同性、均匀分布、线弹性材料的本构关系按照

曲纹坐标系表达为 

{
𝜎𝛼𝛽 = 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜇𝜀𝛾𝜇,

𝜎𝛼3 =
1

2
𝐷𝛼𝛾𝜀𝛾3,

(2.80) 

且有 

{
 

 𝐶𝛼𝛽𝛾𝜇 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
(𝑔𝛼𝛾𝑔𝛽𝜇 + 𝑔𝛼𝜇𝑔𝛽𝛾 +

2𝜈

1 − 𝜈
𝑔𝛼𝛽𝑔𝛾𝜇),

𝐷𝛼𝛾 =
2𝐸

1 + 𝜈
𝑔𝛼𝛾.                                                                        

(2.81) 

其中，𝐸和𝜈分别为杨氏模量和泊松比。因此，壳体的弹性势能为 

𝑈basic =
1

2
∫(𝜎𝛼𝛽𝜀𝛼𝛽 + 2𝜎

𝛼3𝜀𝛼3)
 

ℬ

d𝑉 =
1

2
∫(𝐶𝛼𝛽𝛾𝜇𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇 +𝐷

𝛼𝛾𝜀𝛼3𝜀𝛾3)
 

ℬ

d𝑉, (2.82) 

其中𝜀𝛼𝛽 = 𝜀𝛼𝛽(𝑼(𝒖, 𝜽))，𝜀𝛼3 = 𝜀𝛼3(𝑼(𝒖, 𝜽))。假设壳体承受外力𝑭 = 𝑭(𝜱(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3))，

在边界𝛤1上受固定端约束（即本质边界条件𝑢𝛼 = 0，𝜃𝛼 = 0，𝑢3 = 0），边界𝛤2自由；并

且𝛤1⋃𝛤2 = 𝜕ℬ, 𝛤1⋂𝛤2 = ∅。那么系统的外力势能为 

𝑉basic = −∫𝑭 ∙ 𝑼
 

ℬ

d𝑉, (2.83) 

系统总势能为 

Πbasic(𝒖, 𝜽) = 𝑈basic + 𝑉basic =
1

2
∫(𝐶𝛼𝛽𝛾𝜇𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇 + 𝐷

𝛼𝛾𝜀𝛼3𝜀𝛾3)
 

ℬ

d𝑉 − ∫𝑭 ∙ 𝑼
 

ℬ

d𝑉. (2.84) 

根据最小势能原理[182]，真实位移解在满足本质边界条件的同时使得系统总势能取最小，

即 

{𝒖̃, 𝜽̃} = argmin{Πbasic(𝒖, 𝜽) s. t. essential BCs} . (2.85) 

上述问题列式即代表了通用壳体的基本模型。 

2.2.3 线弹性通用壳体的退化模型 

在实际数值计算中，本文采用了商业软件 Abaqus 中的 S3 单元进行结构响应的模

拟，该单元在具体应用中会根据厚度自适应调整相应的壳体模型（厚度较厚时对应厚壳
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模型，厚度较薄时对应薄壳模型）。厚壳模型和薄壳模型都可以通过在通用壳体的基本

模型上施加约束退化得到，下面详细介绍实施过程。 

首先，保留基本模型中的 Reissner-Mindlin 运动学假设，忽略应变关于厚度的二次

项，基本模型退化为厚壳模型（即一阶剪切变形模型、考虑横向剪切效应的剪切-膜-弯

曲模型）。该模型的应变为 

{

𝜀𝛼𝛽 = 𝑒𝛼𝛽 + 𝜉
3𝜒𝛼𝛽 ,

𝜀𝛼3 = 𝜁𝛼 ,                    
𝜀33 = 0,                      

(2.86) 

其中 

{
 
 

 
 𝑒𝛼𝛽 =

1

2
(𝑢𝛼|𝛽 + 𝑢𝛽|𝛼) − 𝑏𝛼𝛽𝑢3,                                    

𝜒𝛼𝛽 =
1

2
(𝜃𝛼|𝛽 + 𝜃𝛽|𝛼 − 𝑏𝛽

𝜇
𝑢𝜇|𝛼 − 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇|𝛽) + 𝑐𝛼𝛽𝑢3,

𝜁𝛼 =
1

2
(𝜃𝛼 + 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇 + 𝑢3,𝛼).                                             

(2.87) 

另外，整体壳体所占区域的本构关系利用中面的本构代替，即 

{
 

 𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

=
𝐸

2(1 + 𝜈)
(𝑎𝛼𝛾𝑎𝛽𝜇 + 𝑎𝛼𝜇𝑎𝛽𝛾 +

2𝜈

1 − 𝜈
𝑎𝛼𝛽𝑎𝛾𝜇),

𝐷0
𝛼𝛾
=

2𝐸

1 + 𝜈
𝑎𝛼𝛾.                                                                        

(2.88) 

因此剪切-膜-弯曲模型中壳体的弹性势能为 

𝑈𝑠−𝑚−𝑏 =
1

2
∫(𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇 + 𝜅̅𝐷0

𝛼𝛾
𝜀𝛼3𝜀𝛾3)

 

ℬ

d𝑉                           

=
1

2
∫ ∫ (𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇 + 𝜅̅𝐷0

𝛼𝛾
𝜀𝛼3𝜀𝛾3)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (2.89)

 

其中，𝜅̅为考虑厚度方向剪切应变非线性分布的剪切修正因子（在各向同性材料中𝜅̅ =
5

6
，

在正交各向异性材料中𝜅̅ =
2

3
）。另外，系统的外力势能保持不变，即 

𝑉𝑠−𝑚−𝑏 = −∫𝑭 ∙ 𝑼
 

ℬ

d𝑉 = −∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑼)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

, (2.90) 

因此系统总势能为 

Π𝑠−𝑚−𝑏(𝒖, 𝜽) = 𝑈𝑠−𝑚−𝑏 + 𝑉𝑠−𝑚−𝑏                                                                                           

=
1

2
∫ ∫ (𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇 + 𝜅̅𝐷0

𝛼𝛾
𝜀𝛼3𝜀𝛾3)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

−∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑼)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (2.91)
 

根据最小势能原理，真实位移解为 
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{𝒖̃, 𝜽̃} = argmin{Π𝑠−𝑚−𝑏(𝒖, 𝜽) s. t. essential BCs} . (2.92) 

上述问题列式即代表了厚壳模型。 

在上述厚壳模型基础上做出更严格的要求，即变形前垂直于中曲面的材料线不仅需

要保持直线、不受拉伸还需要在变形过程中始终垂直于中面，可得剪切应力𝜀𝛼3为零的推

论[186]。根据方程(2.87)第三项，可得𝜃𝛼 = −𝑏𝛼
𝜇
𝑢𝜇 − 𝑢3,𝛼。将该约束条件代入 Reissner-

Mindlin 运动学假设可得 Kirchhoff-Love 运动学假设，即 

𝑼(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) = 𝒖(𝜉1, 𝜉2) + 𝜉3(−𝑢3,𝛾 − 𝑏𝛾
𝜇
𝑢𝜇)𝒂

𝛾(𝜉1, 𝜉2). (2.93) 

将该运动学假设应用于基本模型中，我们得到薄壳模型（即经典壳体模型、膜-弯曲模型、

Kirchhoff-Love 薄壳模型）。具体地，应变分量简化为 

{

𝜀𝛼𝛽 = 𝑒𝛼𝛽 + 𝜉
3𝜒𝛼𝛽 ,

𝜀𝛼3 = 0,                     
𝜀33 = 0,                      

(2.94) 

其中 

{
𝑒𝛼𝛽 =

1

2
(𝑢𝛼|𝛽 + 𝑢𝛽|𝛼) − 𝑏𝛼𝛽𝑢3,                                       

𝜒𝛼𝛽 = −𝑢3|𝛼𝛽 − 𝑏𝛼|𝛽
𝜇
𝑢𝜇 − 𝑏𝛼

𝜇
𝑢𝜇|𝛽 − 𝑏𝛽

𝜇
𝑢𝜇|𝛼 + 𝑐𝛼𝛽𝑢3.

(2.95) 

上式中，应变分量𝑒𝛼𝛽对应曲面的第一类基本量（度量）的变化，−𝜒𝛼𝛽代表第二类基本

量（曲率）的变化[187]，壳体的整体弹性势能为 

𝑈𝑚−𝑏 =
1

2
∫(𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇)

 

ℬ

d𝑉 =
1

2
∫ ∫ 𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (2.96) 

假设壳体所受外力和边界条件与剪切-膜-弯曲模型一致，那么系统的外力势能为 

𝑉𝑚−𝑏 = −∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑼)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

, (2.97) 

系统总势能为 

Π𝑚−𝑏(𝒖) = 𝑈𝑚−𝑏 + 𝑉𝑚−𝑏 =
1

2
∫ ∫ 𝐶0

𝛼𝛽𝛾𝜇
𝜀𝛼𝛽𝜀𝛾𝜇d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

−∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑼)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (2.98) 

此处位移𝑼遵循方程(2.93)的模式，独立未知量为𝒖。根据最小势能原理，真实位移解为 

{𝒖̃} = argmin{Π𝑚−𝑏(𝒖) s. t. essential BCs} . (2.99) 

尽管该模型无需额外的转角自由度，但是代价是涉及曲面曲率的求导计算（如式(2.95)

中的𝑏𝛼|𝛽
𝜇

），因此几何的连续性比剪切-膜-弯曲模型更为严格（不允许出现曲率不连续的

区域）。 
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2.3 移动可变形组件法 

移动可变形组件法的核心思想在于利用显式描述的几何组件（类比经典力学中的杆、

梁、板、壳体模型）刻画整体结构，结构的拓扑变化通过组件的移动和变形、组件间的

交叠和覆盖等行为实现[78]。本文着重采用平面二维的移动可变形组件法，如图 2.5 所示。 

 

图 2.5 移动可变形组件法的优化机理示意图 

Fig. 2.5 Schematic diagram of the optimization mechanism of the MMC method 

 

移动可变形组件法采用拓扑描述函数（Topological Description Function, TDF）𝜙s来

描述整体结构： 

{

𝜙s(𝒙) > 0,     if 𝒙 ∈ Ωs      

𝜙s(𝒙) = 0, if 𝒙 ∈ 𝜕Ωs
𝜙s(𝒙) < 0,    if 𝒙 ∈ D\(Ωs ∪ 𝜕Ωs)

(2.100) 

式中D代表设计域，Ωs为结构占据的区域。结构由组件（假设数量为𝑛𝑐根）搭接而成，

该力学过程在数学上通过 K-S 凝聚函数[188]实现： 

𝜙s = 𝒦𝑆(𝜙1, 𝜙2, … , 𝜙𝑛𝑐) =
(ln(∑ exp(𝜄𝜙𝑖)

𝑛𝑐

𝑖=1
))

𝜄
, (2.101) 

其中，𝜙𝑖代表第𝑖根组件的拓扑描述函数，𝜄为较大的正实数（在该研究中，如无特殊声

明均取𝜄 = 100）。在单个组件层面，我们采用改进的六次超椭圆方程来描述其形状；相

比经典的超椭圆方程，此处引入了开方的操作，主要目的在于保证数值稳定性[189]；本研

究采用二维组件描述，具体如下： 

𝜙𝑖 = 1 − ((
𝑥′

𝐿𝑖
)

6

+ (
𝑦′

𝑓𝑖(𝑥′)
)

6

)

1
6

, (2.102) 

其中 

(
𝑥′

𝑦′
) = [ cos𝜃

𝑖 sin𝜃𝑖

−sin𝜃𝑖 cos𝜃𝑖
] (
𝑥 − 𝑥0

𝑖

𝑦 − 𝑦0
𝑖) , (2.103) 

𝑓𝑖(𝑥′) =
𝑡𝑖
1 + 𝑡𝑖

2 − 2𝑡𝑖
3

2(𝐿𝑖)2
(𝑥′)2 +

𝑡𝑖
2 − 𝑡𝑖

1

2𝐿𝑖
𝑥′ + 𝑡𝑖

3, (2.104) 
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式中，𝑥0
𝑖，𝑦0

𝑖，𝜃𝑖分别代表第𝑖根组件的中心点坐标以及关于全局笛卡尔坐标系的旋转角，

如图 2.6 所示。 

 

图 2.6 经典二维结构组件的几何描述 

Fig. 2.6 Geometry description of a typical 2D structural component 

 

第𝑖根组件的设计变量向量表达为𝑫𝑖 = (𝑥0
𝑖 , 𝑦0

𝑖 , 𝜃𝑖 , 𝐿𝑖 , 𝑡𝑖
1, 𝑡𝑖

2, 𝑡𝑖
3)
⊤
，整体结构的设计变

量向量则组装为𝑫 = (𝑫1
⊤, 𝑫2

⊤, … , 𝑫𝑛𝑐
⊤ )⊤。偏导数𝜕𝜙s(𝒙; 𝑑)/𝜕𝑑可通过式(2.100 − 2.104)

得到，具体公式不再赘述。在前述拓扑描述函数基础上，我们引入归一化的 Heaviside 函

数H(∙)描述材料分布（函数H(∙)的具体公式见方程(3.28)）。由于本文聚焦于刚度优化，

此处以杨氏模量的属性分布为例可得 

𝐸(𝒙) = H(𝜙s(𝒙))𝐸s. (2.105) 

其中符号𝐸s代表实体材料的杨氏模量，𝐸(𝒙)代表点𝒙处的杨氏模量，这样便建立了优化

模型与材料分布的联系。 

2.4 本章总结 

本章分别介绍了共形参数化、壳体的力学模型和移动可变形组件法三方面的内容，

这些内容共同组成本文的研究基础。其中，壳体的力学模型对应第三章和第四章优化列

式中所描述的虚位移原理，具体形式根据优化问题进行调整；移动可变形组件法是核心

的结构拓扑优化方法，共形参数化则是将移动可变形组件法应用于复杂曲面的关键技术。  
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3 基于壳体模型的薄壁结构显式拓扑优化方法 

3.1 引言 

本章基于移动可变形组件法和共形参数化技术提出了一种面向复杂曲面薄壁结构

的显式拓扑优化方法，采用壳体模型进行建模（和第五章的实体模型进行区分），优化

问题聚焦为材料体积分数约束下的静柔度最小化问题（即刚度优化）。相比二维和三维

空间中定义的拓扑优化问题，本研究的核心难点在于如何实现复杂曲面上的材料布局描

述与对应的优化。为此，本章首先通过共形参数化技术、曲面切割操作和多面片拼接技

术将平面域的拓扑描述函数推广至复杂曲面上；再根据壳体模型特性推导了优化列式的

具体细节和解析灵敏度；其后介绍问题的具体数值实现并在有限元网格基础上推导了离

散灵敏度的求解公式；最后以多个具有代表性的拓扑优化问题为例，验证了所提算法的

有效性和处理具有复杂曲面特征的薄壁结构的能力。 

3.2 复杂曲面的组件布局描述 

在第二章理论基础部分，我们介绍了二维平面的移动可变形组件法。其中，显式几

何参数控制的拓扑描述函数𝜙s(𝒙)被用来描述结构布局和材料分布。在推广至壳体模型

时，最直接的难题在于如何将这样的显式描述应用于曲面上。为解决该问题，我们采用

第二章中所提到的共形参数化技术，实现壳体模型材料分布的显式描述。 

3.2.1 单连通零亏格开曲面的组件布局描述 

 

图 3.1 单连通零亏格开曲面的拓扑描述函数定义 

Fig. 3.1 TDF definition on a simply-connected open surface with genus zero 
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首先讨论最简单的情况。当壳体模型的中面𝒮为单连通零亏格开曲面时，此时的处

理方式最为直接。如图 3.1 所示，第一步采用前述章节的共形参数化技术构建共形映射

𝑓:  𝒮 → ℳ，其中ℳ为曲面𝒮对应的参数域。其次，我们根据章节 2.3 中的组件布局规则，

在平面参数域中布置组件（设计变量向量为𝑫），形成拓扑描述函数𝜙ℳ
s (𝒑)，其中𝒑 ∈ ℳ，

这里函数𝜙ℳ
s (𝒑)即为前文的𝜙s(𝒙)，如图 3.1 右侧所示。根据双射关系，对于参数域内

点𝒑，存在曲面上一点𝒙 ∈ 𝒮与之对应，即𝒙 = 𝑓−1(𝒑)。借此，曲面上的拓扑描述函数定

义为𝜙𝒮
s(𝒙) = 𝜙ℳ

s (𝒑)，如图 3.1 左侧所示。 

3.2.2 基于曲面切割操作的组件布局描述 

对于具有非零亏格的复杂流形曲面以及零亏格闭曲面（即球面），这些曲面与平面

参数域之间不存在拓扑同胚关系，因此本工作引入曲面切割操作来获得中间曲面𝒮∗（单

连通零亏格开曲面），用来实现媒介传递作用。在该中间曲面上，我们可以定义拓扑描

述函数𝜙𝒮∗
s (𝒙) = 𝜙ℳ

s (𝑓∗(𝒙))，其中𝑓∗: 𝒮∗ →ℳ为采用共形参数化技术获得的共形映射，

ℳ为中间曲面对应的平面参数域。需要注意的是曲面切割操作仅修改点与点的连接关系，

而不会变更点的具体坐标位置。下面以典型圆环曲面为例，详细介绍具体的操作细节。

首先我们根据几何特征将环面裁剪为中间曲面（对于一般流形曲面，裁剪路径根据计算

拓扑学算法[190]确定），如图 3.2 所示。 

 

图 3.2 非零亏格曲面通过切割操作实现参数化过程 

Fig. 3.2 Parameterization of a surface with non-zero genus via the cutting operation 

 

考虑到在切割过程中出现的新的边界和顶点（如图 3.2 中曲线𝛤1和𝛤2在切割后派生

为边界𝛤1
′、𝛤1

′′和𝛤2
′、𝛤2

′′），我们进一步采用凝聚的方式确保原始曲面上拓扑描述函数定

义的规范性： 

  𝜙𝒮
s(𝒙) = {

𝜙ℳ
s (𝑓∗(𝒙)),      if  𝒙 ∈  𝒮\𝛤𝑖 ,                                                                         

𝒦𝑆 (𝜙ℳ
s (𝑓∗(𝒙′)), 𝜙ℳ

s (𝑓∗(𝒙′′))) ,     if 𝒙 ∈ 𝛤𝑖,𝒙
′ ∈ 𝛤𝑖

′ and 𝒙′′ ∈ 𝛤𝑖
′′ 

(3.1) 
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式中𝑓∗(𝒙′)和𝑓∗(𝒙′′)分别代表𝑓∗取在点𝒙′ ∈ 𝛤𝑖
′和𝒙′′ ∈ 𝛤𝑖

′′处的值。最终材料分布如图 3.3

所示。 

 

图 3.3 非零亏格曲面的拓扑描述函数定义 

Fig. 3.3 TDF definition of a surface with non-zero genus 

 

3.2.3 面向一般复杂曲面的组件布局描述 

尽管上述操作原则上可处理任意复杂流形曲面，但其构造的全局映射函数通常会有

刚性过大的问题，并且可能在形成曲面拓扑描述函数时诱导数值不稳定的现象。该问题

可通过所谓的多面片拼接技术（multi-patch stitching scheme）解决。该技术可有效地降

低曲面参数化的畸变量，并极大地提升组件几何描述的保真度，特别是当所设计的曲面

具有较大局部曲率和非流形特征时。在该方法中，如图 3.4 所示，曲面𝒮首先被按照几

何特征分解为𝑛𝒫个面片的组合，从而降低原始曲面的复杂性，即𝒮 = ⋃ 𝒫𝑘
𝑛𝒫
𝑘=1 ，且有𝒫𝑘 ∩

𝒫𝑙 ≠ ∅, 𝑘, 𝑙 = 1, … , 𝑛𝒫。在此处图片所示案例中，𝑛𝒫 = 3。 

 

图 3.4 通过曲面分解的方式降低原始曲面的复杂性 

Fig. 3.4 Reducing the complexity of the original surface through surface decomposition 
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对任一面片𝒫𝑘，我们采用前述方法计算获得其对应的拓扑描述函数𝜙𝒫𝑘
s (𝒙)。考虑到

曲面片之间可能存在交集，即𝒫𝑘 ∩ 𝒫𝑙 ≠ ∅，这将导致相邻区域在边界处材料描述的歧义

性问题。因此，对于曲面𝒮的全局拓扑描述函数，即𝜙𝒮
s = 𝜙𝒮

s(𝒙)，我们通过各面片组装

的方式进行规范化的定义（参考图 3.5）： 

𝜙𝒮
s(𝒙|𝒙 ∈ 𝒫𝑖) = {

𝜙𝒫𝑖
s (𝒙),      if  𝒙 ∈ 𝒫𝑖\⋃ 𝒫𝑘

𝑛𝒫

𝑘=1,𝑘≠𝑖
,                     

𝒦𝑆 (𝜙𝒫𝑖
s (𝒙), … , 𝜙𝒫𝑗

s (𝒙)) ,   if  𝒙 ∈ 𝒫𝑖 ∩ …∩ 𝒫𝑗 .

(3.2) 

 

图 3.5 采用多面片拼接技术的复杂曲面拓扑描述函数构造 

Fig. 3.5 TDF construction on a complex surface by the multi-patch stitching technique 

 

3.3 优化列式与灵敏度分析 

3.3.1 优化列式 

 

图 3.6 本工作采用中面模型对薄壁结构进行建模 

Fig. 3.6 This work employs the mid-surface model to construct the thin-walled structure 
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如图 3.6 所示，薄壁结构所占区域ℬ可按照中面𝒮和厚度方向进行分解，即ℬ =

𝒮 ×𝒲，其中𝒲 = [−
𝑡

2
,
𝑡

2
]为厚度坐标𝜉3取值区间，𝑡为厚度。在第 3.2 节中我们已经得到

中面𝒮的拓扑描述函数𝜙𝒮
s(𝒙)，进一步地薄壁结构中面的杨氏模量𝐸(𝒙)可应用公式

(2.105)确定为 

𝐸(𝒙) = H(𝜙𝒮
s(𝒙))𝐸s. (3.3) 

根据壳体模型的本构关系(2.88)，此处拓扑描述函数作用下的中面弹性张量为 

{
 

 𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇(𝒙) =

𝐸(𝒙)

2(1 + 𝜈)
(𝑎𝛼𝛾𝑎𝛽𝜇 + 𝑎𝛼𝜇𝑎𝛽𝛾 +

2𝜈

1 − 𝜈
𝑎𝛼𝛽𝑎𝛾𝜇) = H(𝜙𝒮

s(𝒙))𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

,

𝐷0
𝛼𝛾(𝒙) =

2𝐸(𝒙)

1 + 𝜈
𝑎𝛼𝛾 = H(𝜙𝒮

s(𝒙))𝐷0
𝛼𝛾
,                                                                        

(3.4) 

其中弹性张量𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

和𝐷0
𝛼𝛾
分别为实体材料对应的面内弹性张量和面外弹性张量，通过方

程(2.88)得到。由于在壳体模型中，整体区域的本构张量通过中面本构进行替代，因此

我们已经得到薄壁结构整体的材料分布描述。 

本研究求解的静柔度最小化、体积分数上限V约束的、薄壁结构线弹性各向同性材

料的最优分布问题的优化列式整理为： 

Find  𝑫, 𝑼(𝒙;𝑫) (3.5a) 

Minimize    𝐶 = 𝐶(𝑼(𝒙;𝑫),𝑫) = ∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑼(𝒙;𝑫))d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

(3.5b) 

S. t.                                                                                                                      

∫ ∫ (H(𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫))𝑊𝐶(𝑼, 𝑽)) d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

= ∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝑽)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

,      ∀𝑽 ∈ 𝒰𝑎𝑑, (3.5c) 

∫𝑡H(𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫))d𝐴

𝒮

≤ V∫𝑡d𝐴
𝒮

, (3.5d) 

𝑼 ∈ 𝒰,𝑫 ∈ 𝒰𝑫. (3.5e) 

式中真实位移𝑼属于预设的约束集𝒰，虚位移𝑽属于可行集𝒰𝑎𝑑，𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫) = 𝜙𝒮

s(𝒙)即为

前述的曲面拓扑描述函数，需要注意的是此处设计变量𝑫和相关组件是在参数域中定义

的。式(3.5c)代表壳体模型的虚位移原理：厚壳模型对应问题(2.92)，薄壳模型对应问题

(2.99)。另外，我们采用𝑊𝐶(𝑼,𝑽)代表关于𝑼和𝑽的能量泛函，即广义应变能密度函数的

二倍。对于厚壳结构有 

𝑊𝐶(𝑼,𝑽) = 𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

(𝑒𝛼𝛽(𝑼) + 𝜉
3𝜒𝛼𝛽(𝑼))(𝑒𝛾𝜇(𝑽) + 𝜉

3𝜒𝛾𝜇(𝑽)) + 𝜅̅𝐷0
𝛼𝛾
𝜁𝛼(𝑼)𝜁𝛾(𝑽). (3.6a) 

对于薄壳结构有 

𝑊𝐶(𝑼,𝑽) = 𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

(𝑒𝛼𝛽(𝑼) + 𝜉
3𝜒𝛼𝛽(𝑼))(𝑒𝛾𝜇(𝑽) + 𝜉

3𝜒𝛾𝜇(𝑽)). (3.6b) 
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在方程(3.6b)中，𝑼代表薄壳模型的独立未知量，即中面位移，𝑽代表相应的虚位移。将

𝑊𝐶(𝑼,𝑽)延厚度方向进行积分可得厚度能量泛函𝑅𝐶(𝑼,𝑽)，即 

𝑅𝐶(𝑼,𝑽) = ∫ (𝑊𝐶(𝑼,𝑽))d𝑙

𝑡
2

−
𝑡
2

, (3.7) 

将方程(3.6)带入上式并化简可得厚壳结构的厚度能量泛函为 

𝑅𝐶(𝑼,𝑽) = 𝑡𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

𝑒𝛼𝛽(𝑼)𝑒𝛾𝜇(𝑽) +
𝑡3

12
𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

𝜒𝛼𝛽(𝑼)𝜒𝛾𝜇(𝑽) + 𝑡𝜅̅𝐷0
𝛼𝛾
𝜁𝛼(𝑼)𝜁𝛾(𝑽), (3.8a) 

以及薄壳结构的厚度能量泛函为 

𝑅𝐶(𝑼,𝑽) = 𝑡𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

𝑒𝛼𝛽(𝑼)𝑒𝛾𝜇(𝑽) +
𝑡3

12
𝐶0
𝛼𝛽𝛾𝜇

𝜒𝛼𝛽(𝑼)𝜒𝛾𝜇(𝑽). (3.8b) 

由于柔度函数为 

𝐶 = 𝐶(𝑼(𝑫),𝑫) = ∫ ∫ (H(𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫))𝑊𝐶(𝑼,𝑼)) d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (3.9) 

利用前述关于厚度能量泛函所推导的关系（材料分布与厚度方向积分可调换次序），柔

度函数简化为面积分 

𝐶 = 𝐶(𝑼(𝑫),𝑫) = ∫H(𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫))𝑅𝐶(𝑼,𝑼)d𝐴

 

𝒮

, (3.10) 

上述处理将积分域从实体转换为中面，从而为后续灵敏度分析提供了较大的便利。 

3.3.2 灵敏度分析 

根据前述优化列式，在基于壳体模型的薄壁结构拓扑优化中，主要需考虑以下形式

的目标/约束函数 

𝐼(𝑼,𝑼) = ∫H(𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫))𝑅(𝑼,𝑼)d𝐴

𝒮

, (3.11) 

例如方程(3.10)和(3.5d)分别代表结构柔度和体积，式中𝑅 = 𝑅(𝑼,𝑼)为关于真实位移𝑼

的泛函。为简化推导过程，采用任一元素𝑑代替设计变量向量𝑫，那么函数𝐼(𝑼,𝑼)关于扰

动𝛿𝑑的变分为 

𝛿𝐼(𝑼,𝑼) = ∫𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅(𝑼,𝑼) + H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))𝛿𝑅(𝑼,𝑼)d𝐴
𝒮

, (3.12) 

其中𝛿𝑅(𝑼,𝑼)代表泛函𝑅(𝑼,𝑼)关于扰动𝛿𝑑的变分，且有 

𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑)) =

𝜕H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑))

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)

𝛿𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑). (3.13) 

符号𝛿𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑)代表𝜙𝒮

s = 𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)关于扰动𝛿𝑑的变分。由于𝒫 = ⋃ 𝒫𝑘

𝑛𝒫
𝑘=1 ，我们有 
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𝛿𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑) =

{
 
 

 
 (
𝜕𝜙𝒫𝑘

s (𝒙; 𝑑)

𝜕𝑑
) 𝛿𝑑,          if 𝒙 ∈ 𝒫𝑘\⋃ 𝒫𝑙,

𝑛𝒫

𝑙=1,𝑙≠𝑘
                         

(
𝜕𝒦𝑆(𝜙𝒫𝑘

s (𝒙; 𝑑), … , 𝜙𝒫𝑚
s (𝒙; 𝑑), )

𝜕𝑑
)𝛿𝑑 , if 𝒙 ∈ 𝒫𝑘 ∩ …∩ 𝒫𝑚,

(3.14) 

其中𝜙𝒫𝑘
s (𝒙; 𝑑) = 𝜙ℳ

s (𝒑; 𝑑)，𝒑为参数域中与𝒙对应的点，通过求解共形映射得到。因此

𝜕𝜙𝒫𝑘
s (𝒙; 𝑑)/𝜕𝑑 = 𝜕𝜙ℳ

s (𝒑; 𝑑)/𝜕𝑑，并且计算方法和二维移动可变形组件法一致，通过式

(2.100 − 2.104)得到。得益于 3.2 章节的定义，此处薄壁结构显式拓扑优化问题的灵敏

度分析并不会引入共形映射的导数而增加求解难度。 

下面对于求解问题中涉及的具体响应函数进行灵敏度分析。首先考虑体积分数约束

𝐼𝑉，根据方程(3.5d)我们有 

𝐼𝑉 =
∫ H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))d𝐴
𝒮

∫ d𝐴
𝒮

, (3.15) 

其中分母∫ d𝐴
𝒮

为常数，代表薄壁结构中曲面的面积。体积分数约束关于设计变量𝑑的灵

敏度为 

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑑

=
∫
𝜕H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)
𝜕𝑑

d𝐴
𝒮

∫ d𝐴
𝒮

, (3.16)
 

其中偏导数
𝜕H(𝜙𝒮

s(𝒙;𝑑))

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙;𝑑)

由具体采用的 Heaviside 函数决定，
𝜕𝜙𝒮

s(𝒙;𝑑)

𝜕𝑑
由𝛿𝜙𝒮

s(𝒙; 𝛿𝑑)决定，即

方程(3.14)。对于柔度函数𝐶，我们首先对于方程(3.5c)两侧取变分，并利用厚度能量泛

函简化可得 

∫ (𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼, 𝑽) + H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))𝛿𝑅𝐶(𝑼, 𝑽)) d𝐴
 

𝒮

= ∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝛿𝑽)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (3.17) 

其中𝛿𝑅𝐶(𝑼,𝑽)根据式(2.65) − (2.67)以及(3.8)可得 

𝛿𝑅𝐶(𝑼,𝑽) = 𝑅𝐶(𝛿𝑼,𝑽) + 𝑅𝐶(𝑼, 𝛿𝑽). (3.18) 

柔度函数关于扰动𝛿𝑑的变分为 

𝛿𝐶 = ∫𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼,𝑼) + H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))𝛿𝑅𝐶(𝑼,𝑼)d𝐴
𝒮

, (3.19) 

根据对称性有 

𝛿𝑅𝐶(𝑼,𝑼) = 2𝑅𝐶(𝛿𝑼,𝑼) = 2𝑅𝐶(𝑼, 𝛿𝑼). (3.20) 

因此 

𝛿𝐶 = ∫(𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼,𝑼) + 2H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))𝑅𝐶(𝛿𝑼,𝑼))d𝐴
𝒮

. (3.21) 
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根据𝛿𝑽的任意性，将其带入方程(3.5c)并利用厚度能量泛函简化可得 

∫ (H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑))𝑅𝐶(𝑼, 𝛿𝑽)) d𝐴

 

𝒮

= ∫ ∫ (𝑭 ∙ 𝛿𝑽)d𝑙d𝐴

𝑡
2

−
𝑡
2

 

𝒮

. (3.22) 

根据(3.17) − (3.18)和(3.22)可得 

∫ (𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼,𝑽) + H(𝜙𝒮

s(𝒙; 𝑑))𝑅𝐶(𝛿𝑼,𝑽)) d𝐴
 

𝒮

= 0, (3.23) 

即 

∫ (H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑))𝑅𝐶(𝛿𝑼,𝑽)) d𝐴

 

𝒮

= −∫ (𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼,𝑽)) d𝐴

 

𝒮

. (3.24) 

利用上式，变分(3.21)可简化为 

𝛿𝐶 = −∫𝛿H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝛿𝑑))𝑅𝐶(𝑼,𝑼)

𝒮

. (3.25) 

进一步地 

𝜕𝐶

𝜕𝑑
= −∫

𝜕H(𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑))

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)

𝜕𝜙𝒮
s(𝒙; 𝑑)

𝜕𝑑
𝑅𝐶(𝑼,𝑼)

𝒮

. (3.26) 

至此，体积分数灵敏度和柔度灵敏度均已推导简化至可计算的程度，需要注意的是这里

并未区分厚壳模型还是薄壳模型。也就是说，在厚壳与薄壳模型实际拓扑优化问题求解

中，推导所得的响应灵敏度具有相同的结构。下面具体介绍所提方法的数值实现技术。 

3.4 数值实现与算法流程 

3.4.1 数值实现 

为了能够对具有复杂曲面特征的薄壁结构进行建模，本研究采用灵活的三角形非结

构化网格来进行有限元离散，采用商业软件 Abaqus 中的 S3 单元（同时具备处理薄壳和

厚壳的能力）进行结构响应的模拟。需要注意的是 S3 单元是一种根据厚度调整的自适

应通用壳单元，根据实际应用范围来决定壳体模型，其中厚壳模型对应问题(2.92)，薄

壳模型对应问题(2.99)。特别地，该单元对于薄壳情况采用 DKC（Discrete Kirchhoff 

Constraint[191]）技术，有效地解决了传统 Kirchhoff 单元的收敛性问题。由于本文仅考虑

线弹性薄壁结构的静力学响应问题，此范围内该单元的精度是被广泛认可的。 

考虑到计算效率，此处采用人工材料模型来计算单元的物理属性。对于第𝑒号单元，

其等效杨氏模量𝐸𝑒可根据实体材料的杨氏模量𝐸s计算为 

𝐸𝑒 =
∑ H𝛼,𝜖((𝜙∆

s)𝑒,𝑖)
3

𝑖=1

3
𝐸s, (3.27) 

式中 
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H𝛼,𝜖(𝑥) =

{
 

 
1, if   𝑥 > 𝜖,

3(1 − 𝛼)

4
(
𝑥

𝜖
−
𝑥3

3𝜖3
) +

1 + 𝜖

2
, if |𝑥| ≤ 𝜖,

𝛼, otherwise,

(3.28) 

代表规范化的 Heaviside 函数（在本工作中，𝜖 = 0.1且𝛼 = 10−3）。另外，(𝜙∆
s)𝑒,𝑖代表拓

扑描述函数𝜙𝒮
s(𝒙)离散后取在第𝑒号单元的第𝑖号节点的值。 

3.4.2 离散灵敏度求解 

由于本文采用有限元法进行结构分析，有关响应函数的灵敏度可按离散形式进行计

算。以柔度函数为例（其他响应函数类似），方程(3.10)可离散为 

𝐶 =∑𝐶𝑒

𝑛𝑒

𝑒=1

=∑∑H𝛼,𝜖((𝜙∆
s)𝑒,𝑖)

3

𝑖=1

𝑛𝑒

𝑒=1

𝐶𝑒
0

3
, (3.29) 

式中𝑛𝑒代表单元个数，𝐶𝑒代表单元应变能，𝐶𝑒
0代表按照能量泛函𝑅𝐶直接计算的虚拟应变

能。根据方程(3.26)，柔度灵敏度可离散为 

𝜕𝐶

𝜕𝑑
=∑

𝜕𝐶𝑒
𝜕𝑑

𝑛𝑒

𝑒=1

, (3.30) 

其中 

𝜕𝐶𝑒
𝜕𝑑

= −
3𝐶𝑒

∑ H𝛼,𝜖((𝜙∆
s)𝑒,𝑖)

3

𝑖=1

∑
𝜕H𝛼,𝜖((𝜙∆

s)𝑒,𝑖)

𝜕𝑑

3

𝑖=1

. (3.31) 

这里单元应变能通过提取结构响应分析结果得到，偏导数
𝜕H𝛼,𝜖((𝜙∆

s)
𝑒,𝑖
)

𝜕𝑑
通过(3.14)和(3.28)

计算得到。可以看出，此处提供的灵敏度计算方法对于厚壳模型和薄壳模型均可适用。 

3.4.3 算法流程 

最后，基于移动可变形组件法和壳体模型的薄壁结构显式拓扑优化算法流程总结为： 

（曲面前处理） 

1、对于给定的待设计的薄壁结构（其几何信息可通过 CAD 模型获得，或者可直接

通过三维扫描获得），基于中曲面𝒮得到三角网格模型𝒮∆； 

2、将曲面网格𝒮∆根据几何特征划分为多个曲面片𝒫𝑘, 𝑘 = 1,… , 𝑛𝒫，使得𝒮 =

⋃ 𝒫𝑘
𝑛𝒫
𝑘=1 ； 

3、对每个面片𝒫𝑘定义其切割线𝛤𝑘，获得中间曲面𝒫𝑘
∗（单连通零亏格开曲面）。 

4、从𝑘 = 1到𝑛𝒫循环中间曲面片𝒫𝑘
∗，采用共形参数化技术对每个面片进行参数化，

从而获得共形映射𝑓𝑘: 𝒫𝑘
∗ →ℳ𝑘。 
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（曲面显式拓扑优化） 

5、从𝑘 = 1到𝑛𝒫循环参数域ℳ𝑘，在参数域中放置组件； 

6、在各参数域中循环组件，计算参数域的拓扑描述函数𝜙ℳ𝑘

s (𝒑)，基于逆映射关系，

得到曲面片对应的拓扑描述函数𝜙𝒫𝑘
s (𝒙)； 

7、将不同曲面片组装，得到原始曲面拓扑描述函数𝜙𝒮
s(𝒙)和材料分布； 

8、计算结构响应与灵敏度并提交至优化求解器中，获得更新的设计变量； 

9、根据预设条件判断是否收敛，若未收敛则转至第 5 步；若收敛则结束迭代历程，

保存优化信息。 

3.5 算例验证 

本节基于前述章节中所提供的结构优化算法，进行了一系列的数值实验，从而验证

所提算法的有效性并展示应用于具体工程结构中的能力。复杂曲面几何采用三角网格表

达（同样用来进行有限元分析）。为不失一般性，所有相关的几何尺寸与物理参数都进

行了无量纲化处理。若没有特殊说明，薄壁结构厚度设为 1，弹性模量与泊松比分别设

置为 1 和 0.3，体积分数上限设置为 0.4。优化求解器采用移动渐近线法。相邻迭代步的

设计变量相对改变量小于预设值的 0.1%时或者迭代到达给定步数时，中止优化进程。 

3.5.1 鞍面算例 

 

图 3.7 鞍面薄壁结构算例的问题设置 

Fig. 3.7 Problem setting of the saddle thin-walled structure example 

 

在该算例中，我们考虑一个具有鞍面形状中曲面的薄壁结构拓扑优化问题，其几何

与边界条件如图 3.7 所示。其中，设计域被离散成包含 29216 个三角单元和 14868 个节

点的网格模型。该鞍面结构在鞍点处受水平方向的集中力，而四个角点处固支。尽管该

问题是对称的，但为了测试所提方法的稳健性，该算例仍然对整体结构进行优化，并且

不做任何对称性处理。 
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从拓扑性质来说，鞍面是零亏格的单连通开曲面，因此可以直接映射至平面，如图 

3.8 所示，相应的映射函数与参数域直接通过共形参数化技术获得。 材料初始布局如图 

3.9 所示，总共包括 16 个组件，设计变量个数总计7 × 16 = 112。图 3.9 右图则展示了

通过逆映射得到的物理空间中的材料布局。 

 

图 3.8 通过共形映射技术对鞍面薄壁结构中面进行参数化 

Fig. 3.8 Parameterization of the middle surface of the saddle thin-walled structure by the 

conformal parameterization technique 

 

 

图 3.9 鞍面薄壁结构算例的初始组件布局 

Fig. 3.9 Initial component layout of the saddle thin-walled structure example 

 

优化迭代历史如图 3.10 所示，从中可以看出结构柔度函数在前 5 步中快速下降，

而在后续步骤中逐渐降低并于第 120 步时收敛至𝐶opt =22.56。图 3.10 同样展示了中间

优化结果：随着优化迭代的进行，组件逐渐在加载点与结构固支边界之间形成传力路径。

另外，在 80 步左右的结构已经接近最终设计。 
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图 3.10 鞍面薄壁结构算例的迭代历程 

Fig. 3.10 Iteration history of the saddle thin-walled structure example 

 

最终设计如图 3.11 所示，可以看出相应的组件在薄壁结构中曲面上形成了清晰的

载荷传递路径。虽然本算例没有对优化问题施加对称约束，但优化后的结构仍然保持了

较好的对称性。在该问题中，由于集中力（即鞍点）附近的应力较高，组件在优化驱动

下在该区域形成椭圆，这有效地抑制了应力集中现象。 

 

图 3.11 鞍面算例优化结构 

Fig. 3.11 Optimized structures of the saddle example 

 

3.5.2 环面算例 

该算例主要通过环面薄壁结构的拓扑设计，证明所提算法处理非零亏格曲面的能力，

以及与三维扫描技术无缝衔接的潜力。问题设置如图 3.12 所示，其中薄壁结构内环固
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定，外环的四个点施加四个旋转对称的切向力（幅值为 100）。现代三维扫描技术可以

高效地生成高精度离散点云，并以标准的 PLY (Polygon)格式[192]导出表达曲面几何形状

的相应数据[192]。本算法则可以直接利用 PLY 数据，通过顶点和面片信息生成几何描述

和有限元分析所需的三角网格，而无需进一步的后处理步骤。如图 3.12 所示，三维扫

描生成的离散几何模型中，包含 31840 个顶点和 63680 个三角面片。 

 

图 3.12 环面薄壁结构问题设置 

Fig. 3.12 Problem settings of the torus thin-walled structure 

 

由于环面的亏格非零，因此它不能直接被共形映射至单个平面矩形域中。在这种情

况下，如图 3.13 所示，我们首先沿着两个相交的圆形路径切割环面，然后将切割操作

得到的中间曲面映射到一个矩形上。 

 

图 3.13 通过切割操作实现环面参数化 

Fig. 3.13 Torus surface parameterization via the cutting operation 

 

在建立了中间曲面与平面矩形之间映射关系后，我们对薄壁结构进行了拓扑优化。

图 3.14 展示了初始材料布局，包括 64 个组件，分别分布在矩形域和环面上。 
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图 3.14 环面算例的组件初始布局 

Fig. 3.14 Initial component layouts of the torus-shaped example 

 

 

图 3.15 环面算例的迭代历程 

Fig. 3.15 The iteration history of the torus surface example 

 

 

图 3.16 环面算例的设计结果 

Fig. 3.16 The optimized design of the tour surface example 
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迭代历史和最终设计分别如图 3.15 和图 3.16 所示。在经过 80 步迭代后，优化进

程得到了一个稳定的结构拓扑，而后续步骤仅仅是对结构做了微小的调整。在优化设计

中，组件在环面上形成格栅状结构，这对于提升整体设计的抗扭转变形十分有效。在经

过 320 步后，我们得到了设计结果，其结构柔度函数为𝐶opt = 1.80。从图中可以看出，

随着优化算法的驱动，即使没有引入特殊的约束条件，组件也会自动沿着切割边界平滑

连接。 

3.5.3 莫比乌斯面算例 

莫比乌斯面（Möbius surface）是几何中非定向曲面的一个著名案例，其单侧曲面的

属性长期以来吸引着几何[193]、物理[194]和化学[195]等领域的科研工作者的研究兴趣。此数

值实验旨在通过莫比乌斯面，说明多面片拼接技术的灵活性以及本工作所提算法对于复

杂曲面的适用性。曲面几何通过下列方程显式描述 

{
 
 

 
 𝑥1 = −(3 + 𝑢cos (

𝑣

2
)) cos(𝑣) ,

𝑥2 = (3 + 𝑢cos (
𝑣

2
)) sin(𝑣),     

𝑥3 = 𝑢 sin(𝑣),                                 

(3.32) 

其中，𝑢 ∈ [−2,  2]并且𝑣 ∈ [0,  2𝜋]，具体几何图形如图 3.17 所示。另外，点𝑷1和𝑷2坐标

为(3,0,0)和(−5,0,0)，分别受切向集中力(0, −10000,0)和(0,0,10000)。点𝑷3−6均受固定

端约束，坐标分别为(0.514,4.294,1.496)，(0.518,1.730,−1.604)，(0.556,−1.734,1.615)

以及(0.514, −4.295, −1.496)。该薄壁结构的厚度设置为 0.4，体积分数上限为 0.4，杨氏

模量和泊松比分别设置为 210000 和 0.3。 

 

图 3.17 莫比乌斯面算例的边界条件 

Fig. 3.17 Boundary conditions of the Möbius surface example 

 

由于莫比乌斯面不属于黎曼面，我们无法直接进行映射得到其参数域。因此，如图 

3.18 左侧所示，我们首先根据几何特征对原始曲面进行分割，形成两个曲面片，再对两
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个曲面片进行映射与组件布局（两个面片均按照6 × 3的单胞进行布局，整体结构共采用

72 个组件，504 个设计变量），最终形成如图 3.18 所示的初始设计。需要注意的是初

始设计由两个独立面片粘接得到，面片连接处会有组件不匹配的缝隙，该缺陷会在后续

优化中逐步得到改善。 

 

图 3.18 采用多面片拼接技术的莫比乌斯曲面拓扑描述函数构造 

Fig. 3.18 Construction of the TDF function of the Möbius surface using the multi-patch 

stitching scheme 

 

 

图 3.19 莫比乌斯面算例的迭代历程 

Fig. 3.19 Iteration history of the Möbius surface example 

 

迭代历程如图 3.19 所示（设置迭代步数为 300 步），包括目标函数（红色曲线）

和约束函数（蓝色曲线）的迭代历史，并且在不同步骤给出了相应的优化结构。在初始

设计时，目标函数值较高、结构性能较差，这是初始构型没有经过加载点和固定端导致

的。随着优化过程的进行，目标函数快速下降，结构性能得到迅速改善。在到达约 20 步

左右，目标函数下降速度逐渐减缓，并趋于稳定，最终收敛。在第 100 步，结构已经接
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近最终设计，后续的优化效果逐渐变弱，主要集中于细节的调整。另外，虽然约束函数

在初始设计中并未能够满足预设要求，但在后续迭代历程中（如第 20 步及以后）以及

最终优化完成时接近于零，说明对应的设计满足约束条件。上述数值现象表明所采用的

优化算法具有较强的收敛性以及较高的优化效率。 

最终设计如图 3.20 所示，从中我们可以发现优化得到的设计结果比较复杂但边界

清晰光滑。通过连接各加载点与固定端，最终设计形成外轮廓与主传力路径。一些细小

组件连接在这些主传力路径间，从而进一步提高整体结构的刚度与性能。两个加载点处

的局部子结构具有明显的差异：点𝑷1处于四个固定端约束的中心位置，因此设计结果中

该点处于多条组件的交汇处；另一方面，点𝑷2处仅存在一个切线方向，并且几何局部类

似平板，因此此处受力情况与二维平面应力问题的短梁算例接近，最终结果也具有相似

性。在柔度的驱动下，前文所提的初始设计中的结构连接性问题在最终设计中也得到了

很好的解决，这也表明前文关于薄壁结构的材料布局定义对于稳定优化过程和保证各面

片间组件的平稳过渡都是非常有效的。最后，虽然本算例并未施加任何的对称操作，整

体设计呈现一定程度的旋转对称性，这也进一步验证了所提算法的稳定性。 

 

图 3.20 莫比乌斯面算例最终设计 

Fig. 3.20 Final design of the Möbius surface example 

 

3.5.4 三通管道算例 

此处我们采用工程中常见的复杂三通管道结构来进行拓扑优化，其几何形状、外载

荷和边界条件如图 3.21 所示。需要注意的是，该模型不仅具有复杂的拓扑结构，而且

各个分支管道也具有不同形状的非均匀截面。 
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图 3.21 三通管道算例几何尺寸与边界条件 

Fig. 3.21 Geometric sizes and boundary conditions of the tee-branch pipe example 

 

 

图 3.22 三通管道算例几何处理 

Fig. 3.22 Geometric processing of the tee-branch pipe example 

 

实际上，该结构可以直接采用切割操作，并进一步建立全局共形映射，但该模型的

拓扑复杂性将不可避免地导致曲面结构组件的过度扭曲。因此，根据此三通管道结构的

几何特征，我们首先如图 3.22 左图所示将其划分为的四个曲面片（包括三个分支面片

和一个接头面片），然后采用曲面切割操作对每个面片进行相应的处理，最后采用共形

参数化技术建立各面片的共形参数化。 
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对于各分支面片，其拓扑等价于圆柱面，因此在沿着母线方向切割后可直接映射到

矩形域。然而对于接头面片，在沿着选定的线切割后其内部仍然存在孔洞，即形成了多

连通域，因此仍然无法与矩形平面建立拓扑同胚关系，如图 3.22 右侧所示。为解决该

问题，一种方法是再做一个切口，把曲面片转化为一个单连通的开曲面。而在这里，我

们采用另一种方法来解决这个问题，首先通过Delaunay三角化（Delaunay triangularization）

将接头面片中的“孔洞”填充[196,197]，使其在拓扑上等同于矩形，再建立共形映射关系，

最后删除矩形中“孔洞”对应的三角形网格，如图 3.23 所示。 

 

图 3.23 接头曲面片的几何处理 

Fig. 3.23 Geometric processing of the joint surface patch 

 

 

图 3.24 三通管道算例初始组件布局 

Fig. 3.24 Initial component layout of the tee-branch pipe example 

 

在完成各曲面片的共形参数化后，我们进一步采用全局拓扑描述函数来表征整体结

构的材料分布。图 3.24 展示了初始组件布局和不同面片组装组件的过程。 
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图 3.25 三通管道算例迭代历程 

Fig. 3.25 Iteration history of the tee-branch pipe example 

 

 

图 3.26 三通管道算例最终设计 

Fig. 3.26 Final design of the tee-branch pipe example 

 

 

图 3.27 不同曲面片上组件的最终布局 

Fig. 3.27 Final component layouts on different surface patches 
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优化过程的迭代历史如图 3.25 所示，在经过 200 步后优化设计收敛。图 3.26 展示

了最终优化设计结果（𝐶opt  =  141.04），其中下侧两个管道分支的材料分布和二维短

梁的结果十分相似，而优化后的三通管道的整体结构拓扑与经典的平面 L 型短梁[198]的

优化结构具有相似性。图 3.27 展示了各曲面片上组件的最终布局，以及优化结果的组

装过程。 

3.6 本章总结 

本工作提出了一种基于壳体模型的薄壁结构拓扑优化方法。核心技术为移动可变形

组件法、共形参数化技术以及集成的曲面切割操作和多面片拼接技术。在该方法中，曲

面几何采用非结构化三角网格描述，这可以通过划分 CAD 模型获取，也可以通过三维

扫描技术或者直接提取 CAE 模型信息得到。采用的共形参数化技术可以准确地获取薄

壁结构中面的参数域，并实现原始曲面的材料布局描述。此外，集成的曲面切割技术和

多面片拼接技术有效地降低了全局单一参数化的刚性，并极大地提升了几何建模的保真

度。采用移动可变形组件法进行拓扑优化，可以显著减少设计变量的数量，并形成易于

识别的传力路径。值得注意的是，所有面片的前处理工作（包括分割、切割、映射和拼

接等）只会在优化前进行一次，因此不会引入太多的计算成本。 
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4 薄壁结构的显式形貌优化设计方法 

4.1 引言 

薄壁结构在厚度方向上的尺寸远小于其面内方向尺寸，其面内刚度与面外刚度在量

级上存在显著差异[199]。如图 4.1 (a)所示，考虑一个由线性各向同性弹性材料构成的平

板结构，其一端固定，另一端承受沿平面方向的集中载荷，对应的位移分布如图 4.1 (b)

所示（面内变形主导）。将集中载荷方向旋转为垂直于初始中面时，板的变形模式转变

为以面外位移为主，且位移幅值显著增加，如图 4.1 (c)所示。该案例直观地表明薄壁结

构的面内刚度远高于其面外刚度。 

 

图 4.1 由薄壁特性引起的刚度差异的示意图 

Fig. 4.1 Schematic illustration of the stiffness difference induced by the thin-walled property 

 

这种几何特性诱导的各向异性现象，启发我们利用较高的面内刚度、避免较低的面

外刚度，从而设计出更加高效的结构。如图 4.2 所示[200]，因此我们引入形貌变化作为一

种特定的结构设计元素来修改承重模式。 

 

图 4.2 形貌变化可以被用来改变薄壁结构的承重方式并提升结构性能 

Fig. 4.2 Topography variation can be exploited to modify the load-bearing mode of thin-

walled structures and enhance structural performances 

 

图 4.2 (a)中平板在竖向荷载作用下发生严重弯曲；而图 4.2 (b)中波纹形式的形貌

显著降低了结构的变形。类似于加筋结构，这里的波纹形貌有效地抑制了整块板材的面
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外变形（此处的“面外”是从原始构型的整体板结构角度定义的，如图 4.2 (c)所示），从

而提升了整体结构的刚度。同时，每一个波纹组件本身主要通过面内受力来承载载荷（此

处的“面内”是从波纹局部形貌的标架定义的），否则这些波纹将会发生面外的弯曲变形。 

对于形貌的概念，科学界已经在不同尺度和学科领域展开了广泛研究，包括几何诱

导刚度[201]、波导传播[160]、超结构[202]、晶体学[203]以及裂纹控制[161,165,164]等方向。然而，

这些研究中的形貌往往较为简单、可能错失更加高效的设计构型。从数学和工程的角度

来看，一个兼具挑战性和实际意义的问题是如何通过形貌设计来优化结构性能，即求解

这一领域的逆问题，这正是本章工作讨论的核心。在求解曲面薄壁结构形貌设计问题时，

我们需要考虑以下关键问题：如何描述一般复杂曲面形貌，如何参数化复杂形貌的变化，

以及如何构建优化列式并推导解析灵敏度从而驱动设计的迭代。 

考虑到曲面形貌的变化可分解为两个子问题：哪些区域需要调整形貌以及形貌变化

的幅值应当是多少，这一过程本质上涵盖了形貌的拓扑改变。因此，本文采用拓扑优化

的思想来开展形貌设计。基于此，我们提出了一种显式的形貌优化方法，从而解决前述

难题并实现形貌的理性设计。该方法的核心在于嵌入式形貌组件：通过共形映射及其逆

映射（采用共形参数化技术求解得到），我们将基于样条描述的移动可变形组件从简单

平面域嵌入原始的复杂曲面上。得益于显式移动可变形组件法的描述框架，样条组件能

够以少量的设计变量实现复杂形貌的精确描述。同时，共形参数化技术将曲面映射到标

准平面域，使该方法能够有效处理具有复杂几何形状的薄壁结构。 

4.2 嵌入式形貌描述 

设曲面𝒮0是待设计薄壁结构的原始中曲面，我们采用法向扰动来规范构型的变化模

式。具体而言，对曲面𝒮0上的任意一点𝒙，其坐标沿着法向量𝑵(𝒙, 𝒮0)被移动到𝒙̃(𝒙)，即 

𝒙(𝒙) = 𝒙 + ℎ𝒮0(𝒙) ∙ 𝑵(𝒙, 𝒮0), (4.1) 

式中ℎ𝒮0(𝒙)为曲面形貌扰动场函数，代表形貌变化的幅度，如图 4.3 所示。法向量𝑵(𝒙, 𝒮0)

含义为曲面𝒮0在点𝒙处的正法向；对于光滑曲面，该向量采用经典微分几何的定义；而

针对非光滑曲面，法向量采用离散微分几何[204]的定义。 

 

图 4.3 通过法向扰动来规范构型的变化 

Fig. 4.3 Regulating configuration variation through normal perturbation 
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进一步地，形貌扰动场函数通过设计变量向量𝑫控制（需要注意的是，此处实际方

程形式由具体设计问题决定），即 

ℎ𝒮0(𝒙) = ℎ𝒮0(𝒙;𝑫). (4.2) 

构造上述逐点函数会涉及曲面操作，并且在扩展到复杂模型时会遇到几何的泛化问题。

在此背景下，我们提出了所谓的嵌入式形貌描述。 

4.2.1 单连通零亏格开曲面的形貌嵌入 

首先以单连通零亏格开曲面为例，我们通过共形映射𝑓 = 𝒮0 →ℳ将中面映射至平

面参数域ℳ，如图 4.4 (a)所示。此时曲面形貌扰动场函数的定义被降维至参数域，即 

ℎ𝒮0(𝒙;𝑫) = ℎ𝒮0(𝑓
−1(𝒑);𝑫) = ℎℳ(𝒑;𝑫), (4.3) 

其中𝑓(𝒙) = 𝒑代表参数域中𝒙的对应点，ℎℳ代表平面形貌扰动函数，如图 4.4 (b)所示。

进一步地，曲面形貌扰动的表达则调整为 

𝒙̃(𝒙) = 𝒙 + ℎℳ(𝒑;𝑫) ∙ 𝑵(𝒙, 𝒮0), (4.4) 

这意味在嵌入式形貌描述中，每个点𝒙扰动幅值的构造域从曲面𝒮0简化至平面ℳ。最后，

结合公式(4.1)和逆向映射，平面形貌设计被嵌入原始曲面，如图 4.4 (c)所示。 

 

图 4.4 形貌嵌入的实施过程示意图 

Fig. 4.4 Schematic illustration of the implementation process of topography embedding 
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4.2.2 复杂曲面的形貌嵌入 

为适应更复杂的曲面，我们引入曲面切割操作和多面片拼接技术，以提升算法对复

杂几何的适用性。 

 

图 4.5 采用曲面切割操作对流形曲面进行预处理（以柱面为例） 

Fig. 4.5 Pre-processing manifold surface using the surface cutting operation (taking the 

cylindrical surface as an example) 

 

首先考虑曲面具有非平凡拓扑的情况（比如多连通、非零亏格等），此时曲面仍限

定为流形曲面范畴。在这种情况下，我们引入曲面切割操作来对原始曲面进行预处理。

以图 4.5 (a)所示的柱面为例，我们首先沿着母线𝛤进行切割（对于任意流形曲面，切割

线通过计算拓扑学算法获得），得到过程曲面𝒮0
∗，如图 4.5 (b)所示。此时，曲面𝒮0

∗拓扑

同胚于平面四边形，因此可以采用共形参数技术获得共形映射𝑓: 𝒮0
∗ →ℳ，式中ℳ代表

相应的参数域。 

考虑曲面𝒮0
∗的形貌扰动场函数，其构造过程遵循前述规则，即ℎ𝒮0∗(𝒙

∗; 𝑫) = ℎℳ(𝒑;𝑫)，

式中符号𝒙∗和𝒑分别代表曲面𝒮0
∗上的点和平面参数域中的对应点，得到图 4.5 (c)所示的

经过形貌扰动的构型。注意原始曲面𝒮0的曲线𝛤在裁剪后派生为曲面𝒮0
∗上的两个曲线𝛤1

∗

和𝛤2
∗。因此，任一点𝒙 ∈ 𝛤均分裂为两个点𝒙1

∗和𝒙2
∗，这进一步导致了函数ℎ𝒮0在曲线𝛤上取

值的歧义性。为解决该问题，我们通过凝聚的方式定义以下原始曲面𝒮0的形貌扰动场函

数ℎ𝒮0： 

ℎ𝒮0(𝒙;𝑫) = {
ℎ𝒮0∗(𝒙

∗; 𝑫),      if  𝒙 ∈  𝒮0\𝛤,                          

max (ℎ𝒮0∗(𝒙1
∗; 𝑫), ℎ𝒮0∗(𝒙2

∗ ; 𝑫)) ,    if  𝒙 ∈ 𝛤.
(4.5) 

在上述规范化处理后，我们得到最终模型，如图 4.5 (d)所示。 
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对于更一般的曲面，本文采用多面片拼接的方式定义结构整体的形貌扰动场函数。

以图 4.6 (a)所示的三通管道曲面，首先根据其几何特征划分为 4 个曲面片；对于每个曲

面片，我们采用前述的曲面切割操作构造方法得到扰动后的构型，如图 4.6 (b)所示；其

次，我们对于相邻面片连接处采用公式(4.6)进行规范化处理；最后，各扰动后的面片通

过拼接的方式形成最终构型，如图 4.6 (c)所示。 

 

图 4.6 通过多面片拼接技术定义曲面形貌 

Fig. 4.6 Defining surface topography via the multi-patch stitching scheme 

 

类似前文的曲面切割操作，此处同样需要采用规范化处理才能实现多个面片上形貌

的拼接。假设𝒮0 = ⋃ 𝒫𝑖
𝑛𝑠
𝑖=1 为一种曲面分解，其中𝒫𝑖为第𝑖块曲面片（对于上述三通管道

算例，𝑛𝑠 = 3）。对于任一面片𝒫𝑖，其形貌刻画为ℎ𝒫𝑖（通过方程(4.3 − 4.5)实现）。为

了定义整体曲面的形貌，局部形貌扰动场函数ℎ𝒫𝑖延拓至全局定义域： 

ℎ𝒫𝑖
s (𝒙;𝑫𝑖) = {

ℎ𝒫𝑖(𝒙;𝑫
𝑖),       if   𝒙 ∈ 𝒫𝑖,

0,                        if   𝒙 ∉ 𝒫𝑖,
(4.6) 

式中𝑫𝑖为对应曲面片𝒫𝑖的设计变量向量。在方程(4.6)中，数字零代表𝒫𝑖以外区域不定义

扰动。通过延拓的定义，整体曲面的形貌扰动场函数组装为： 

ℎ𝒮0(𝒙;𝑫) = max(ℎ𝒫1
s , ℎ𝒫2

s , … , ℎ𝒫𝑛𝑠
s ). (4.7) 
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上述多面片拼接方法不仅能够处理一般的复杂曲面，而且可以有效地避免由单一映射所

导致的数值不稳定性（单一映射的全局特性导致其刚性过强）。 

4.2.3 平面形貌函数的构造 

 

图 4.7 平面形貌场函数构建过程示意图 

Fig. 4.7 Schematic illustration of the construction process of the planar topography field 

function 

 

类似于结构拓扑优化，本工作同样引入移动可变形组件法来构造平面形貌函数，即

ℎℳ𝑖
(𝒑;𝑫𝑖)，其中𝒑 = (𝑢, 𝑣)代表参数域ℳ𝑖中任意一点，𝑫𝑖代表该参数域对应的设计变量

向量。复杂且连续变化的形貌由移动、变形、交叠的结构组件构成，这使得所提算法具

有少量设计变量、结构边界清晰且光滑、最终设计易于解释等优点。具体而言，以参数

域ℳ𝑖为例，该区域的第𝑙号组件，其拓扑描述函数表达为 

{

𝜙𝑙(𝑢, 𝑣) > 0,     if (𝑢, 𝑣) ∈ ℳ𝑖
𝑙 ,      

𝜙𝑙(𝑢, 𝑣) = 0, if (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜕ℳ𝑖
𝑙 ,

𝜙𝑙(𝑢, 𝑣) < 0,    if (𝑢, 𝑣) ∈ ℳ𝑖\(ℳ𝑖
𝑙 ∪ 𝜕ℳ𝑖

𝑙),

(4.8) 

式中ℳ𝑖
𝑙为参数域ℳ𝑖的子集，表示被第𝑙号组件覆盖的区域（如图 4.7 (a)所示）。注意，

拓扑描述函数仅仅刻画了区域是否被扰动而缺乏高度信息。因此，如图 4.7 (b-c)所示，

形貌函数进一步构造为 

ℎ𝑙(𝑢, 𝑣) = ℎ̅𝑙 ∙ H(𝜙𝑙(𝑢, 𝑣)), (4.9) 
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式中符号ℎ̅𝑙为设计变量，代表第𝑙号形貌组件的高度，H(∙)是规范化的 Heaviside 函数（方

程(3.28)），用来将自变量映射至区间[0, 1]。在整体结构层面（如图 4.7 (d)所示），平

面形貌函数ℎℳ𝑖
由每一个组件的形貌场函数组成： 

ℎℳ𝑖
= max(ℎ1, … , ℎ𝑙 , … , ℎ𝑛𝑐) , (4.10) 

式中𝑛𝑐代表设计域中组件的总量。 

4.2.4 样条组件描述方法 

 

图 4.8 参数设置为𝑛𝑟 = 8的样条组件示意图 

Fig. 4.8 Schematic illustration of a spline component with 𝑛𝑟 = 8 

 

不同于现有工作中的拓扑描述函数构造，本工作提出一个新式的样条组件描述来高

效地参数化形貌函数，使得能够以较少的设计变量描述复杂的曲面形貌。值得注意的是，

形貌的复杂性不仅来源于高度的变化（可通过方程(4.9 − 4.10)解决），还来源于扰动区

域的边界。因此，描述边界的连续指示函数𝜙𝑙(𝑢, 𝑣)需要特殊的定义。为了解决上述难题，

我们利用样条组件来描述扰动区域的形状，如图 4.8 所示。首先，我们通过下式来构建

局部坐标系(𝑢′, 𝑣′)： 

(
𝑢′

𝑣′
) = [ cos𝜃

𝑙 sin𝜃𝑙

−sin𝜃𝑙 cos𝜃𝑙
] (
𝑢 − 𝑢0

𝑙

𝑣 − 𝑣0
𝑙) , (4.11) 

式中𝑢0
𝑙和𝑣0

𝑙是第𝑙号组件的中心点坐标，𝜃𝑙是关于全局笛卡尔坐标系的旋转角。这些设计

变量赋予了组件刚体移动的能力。其次，我们将笛卡尔坐标转换至极坐标(𝑟, 𝜑)： 

{
𝑟 = √(𝑢′)2 + (𝑣′)2,

𝜑 = arctan(𝑣′/𝑢′).
(4.12) 
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这样，第𝑙号组件的边界可通过环形方向的基函数表达为： 

𝑟̃𝑙(𝜑) = ∑𝑅𝑘,𝑝(𝜑)

𝑛𝑟

𝑘=0

𝑡𝑙
𝑘 , (4.13) 

式中𝑡𝑙
𝑘是第𝑙号组件的第𝑘号形状系数（𝑡𝑙

0 = 𝑡𝑙
𝑛𝑟从而使得边界形成闭环），且𝑅𝑘,𝑝是𝑝阶

NURBS 基函数（本研究中𝑝 = 2），并具有下列形式： 

𝑅𝑘,𝑝(𝜑) =
𝑁𝑘,𝑝(𝜑)𝑤𝑘

∑ 𝑁𝑙,𝑝(𝜑)
𝑛𝑟
𝑙=0 𝑤𝑙

. (4.14) 

在上式中，𝑤𝑘为第𝑘号基函数相对应的权重（本研究中𝑤𝑘 = 1），且𝑁𝑘,𝑝(𝜑)为通过 Cox-

de Boor 递归列式定义的第𝑘号 B-样条基函数： 

𝑁𝑘,0(𝜑) = {
1,     if   𝜑𝑘 ≤ 𝜑 ≤ 𝜑𝑘+1,
0,     otherwise,                 

(4.15) 

且有 

𝑁𝑘,𝑝(𝜑) =
𝜑 − 𝜑𝑘

𝜑𝑘+𝑝 − 𝜑𝑘
𝑁𝑘,𝑝−1(𝜑) +

𝜑𝑘+𝑝+1 − 𝜑

𝜑𝑘+𝑝+1 − 𝜑𝑘+1
𝑁𝑘+1,𝑝−1(𝜑), 𝑝 ≥ 1 (4.16) 

式中𝜑𝑘为属于结点矢量Ξ = {𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑛𝑟+𝑝+1}的第𝑘号结点。最后，指示函数𝜙𝑙(𝑢, 𝑣)

通过下列的规范化形式定义： 

𝜙𝑙(𝑢, 𝑣) = 1 − (
𝑟

𝑟̃𝑙(𝜑) + 𝑒𝑝𝑠
)
𝑞

. (4.17) 

其中符号𝑞代表形状指数（本研究中𝑞 = 2），且𝑒𝑝𝑠 = 10−15是避免奇异性的小量。得益

于NURBS描述较强的变形能力，定义(4.17)可以较为容易地刻画扰动区域的复杂形貌。

另一方面，样条基函数的局部支撑性避免了插值（即方程(4.13)）中出现龙格-库塔现象

的风险。进一步地，这也确保了优化过程的数值稳定性。总结而言，参数域ℳ𝑖中第𝑙号

基于组件的设计变量向量定义为𝑫𝑙
𝑖 = (𝑢0

𝑙 , 𝑣0
𝑙 , 𝜃𝑙 , 𝑡𝑙

1, 𝑡𝑙
2, … , 𝑡𝑙

𝑛𝑟 , ℎ̅𝑙)，而所有的形貌描述设

计变量则按照组件索引𝑙和子域索引𝑖组装为向量𝑫。另外，前述形貌构造过程中采用的

max算子，即(4.5)、(4.7)和(4.10)，均通过第二章中所提到的 K-S 凝聚函数实现，即方

程(2.101)。 

4.3 优化列式与灵敏度分析 

4.3.1 优化列式 

假设𝒮(𝑫)为薄壁结构形貌扰动后的中面。我们有𝒮0 = 𝒮(𝟎)代表原始中曲面，

ℬ(𝑫) = 𝒮(𝑫) ×𝒲代表扰动后薄壁结构所占的区域，𝒲 = [−𝑡/2, 𝑡/2]代表厚度坐标𝜉3的

取值区间，𝑡为薄壁结构的厚度。为不失一般性，薄壁结构形貌设计的典型问题列式写为 

Find 𝑫,𝑼(𝒙;𝑫) (4.18a) 
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Minimize  𝐼 = 𝐼(𝑊) = ∫ 𝑊(𝑼(𝒙;𝑫),𝑫)d𝑉
ℬ(𝑫)

(4.18b) 

S. t.                                                                                                             

𝑔𝑖(𝑫) ≤ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛𝑔 (4.18c) 

ℎ𝑖(𝑫) = 0, 𝑖 = 1,… , 𝑛ℎ (4.18d) 

𝑼(𝒙;𝑫) ∈ 𝒰𝑼, 𝑫 ∈ 𝒰𝑫, (4.18e) 

式中符号𝑼(𝒙;𝑫)代表结构状态函数，𝐼代表一般化的目标函数，𝑊(𝑼(𝒙;𝑫),𝑫)代表对应

的泛函，𝒰𝑼是满足约束条件的结构状态函数的集合，𝒰𝑫为设计变量向量从属的可行集。

当𝐼代表局部结构响应时（比如单点位移和区域应力等），𝑊(𝑼(𝒙;𝑫),𝑫)具备𝛿函数特征。

另外，方程(4.18)中符号𝑔𝑖(𝑫)和ℎ𝑖(𝑫)分别代表不等式约束函数和等式约束函数，符号

𝑛𝑔和𝑛ℎ分别代表不等式约束个数和等式约束个数。 

具体而言，我们在本文中主要考虑薄壁结构柔度最小化（即刚度最大化）的形貌优

化问题，材料设定为线弹性、各向同性和均匀分布，对应的问题可列式为 

Find 𝑫,𝑼(𝒙;𝑫) (4.19a) 

Minimize    𝐶 = 𝐶(𝑼(𝒙;𝑫),𝑫) = ∫ (𝑭(𝑫) ∙ 𝑼(𝒙;𝑫))d𝑉
ℬ(𝑫)

(4.19b) 

S. t.                                                                                                                                                     

∫ 𝑊𝐶(𝑼(𝒙;𝑫), 𝑽(𝒙;𝑫))d𝑉
 

ℬ(𝑫)

= ∫ (𝑭(𝑫) ∙ 𝑽(𝒙;𝑫))d𝑉
ℬ(𝑫)

, ∀ 𝑽(𝒙;𝑫) ∈ 𝒰𝑎𝑑 , (4.19c) 

𝑼(𝒙;𝑫) ∈ 𝒰,𝑫 ∈ 𝒰𝑫, (4.19d) 

式中符号𝐶和𝑭(𝑫)分别代表结构柔度函数和外力，真实位移𝑼(𝒙;𝑫)属于预设的约束集𝒰，

虚位移𝑽(𝒙;𝑫)属于可行集𝒰𝑎𝑑。符号𝑊𝐶(𝑼, 𝑽)即为方程(3.5c)中的能量泛函，对于厚壳和

薄壳模型分别具有方程(3.6a)和(3.6b)的形式。方程(4.19c)代表该形貌优化问题的虚位

移原理。区别于拓扑优化的虚位移原理(3.5c)，此处无需考虑材料布局的变化，但需对

于随设计变量向量𝑫变动的积分域ℬ(𝑫)进行额外处理，即后续介绍的形状灵敏度分析方

法。另外，𝒰𝑫是用来避免不可行形貌描述的集合。需要注意的是，不同于经典的拓扑优

化列式，此处形貌优化不需要体积分数约束来规范优化问题，而其几何变动的规范性限

制均包含在集合𝒰𝑫中。 

我们采用商业软件 Abaqus 中通用的 S3 壳单元进行有限元分析，该单元可以精确且

高效地获取厚壳和薄壳的结构响应。采用的非结构化三角网格可有效降低描述具有复杂

曲面特征的薄壁结构的难度。沿厚度方向的积分点个数选为 5，厚度方向积分策略采用

Simpson 方法。 



大连理工大学博士学位论文 

- 71 - 

4.3.2 灵敏度分析 

如方程(4.18)所示，结构响应的积分域（即ℬ(𝑫)）在迭代过程中不断变化。因此，

我们采用形状灵敏度分析方法来处理这种变化。为简化表达，此处采用符号𝑑（设计变

量向量的任一元素）来替代𝑫，表示控制薄壁形貌的参数。假设𝐼(𝑊) = ∫ 𝑊d𝑉
ℬ(𝑑)

为广

义结构响应函数，𝑊为关于响应𝐼的泛函，且𝐼(𝑊)满足设计域的规范性要求并具有足够

的光滑性。根据 Raynold 输运定理，𝐼(𝑊)关于参数𝑑的材料时间导数[205]（即全导数）为 

D

D𝑑
𝐼(𝑊) = ∫ (

𝜕𝑊

𝜕𝑑
+ div(𝑊𝒗))d𝑉

ℬ(𝑑)

, (4.20) 

式中div(∙)为散度算子，符号𝒗为参数𝑑的瞬时变动所诱导的形状速度场。通过利用高斯

定理，方程(4.20)中的第二项可降维至边界𝜕ℬ(𝑑)，即 

∫ div(𝑊𝒗)d𝑉
ℬ(𝑑)

= ∫ 𝑊𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

, (4.21) 

其中𝑉𝑛 = 𝒗 ∙ 𝑵且𝑵代表定义在边界𝜕ℬ(𝑑)上的外法向，因此有 

D

D𝑑
𝐼(𝑊) = ∫ (

𝜕𝑊

𝜕𝑑
)d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

. (4.22) 

下面，我们基于上述列式对柔度函数进行具体的灵敏度分析。根据式(2.65) − (2.67)

以及(3.6)可得 

𝜕𝑊𝐶(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽(𝒙; 𝑑))

𝜕𝑑
= 𝑊𝐶(𝑼

′(𝒙; 𝑑), 𝑽(𝒙; 𝑑)) +𝑊𝐶(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽
′(𝒙; 𝑑)), (4.23) 

式中(∙)′ =
𝜕

𝜕𝑑
(∙)代表局部导数（即空间导数）。根据方程(4.22)，方程(4.19c)左端项的

材料时间导数为 

D𝐼

D𝑑
= ∫ (𝑊𝐶(𝑼

′(𝒙; 𝑑), 𝑽(𝒙; 𝑑)) +𝑊𝐶(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽
′(𝒙; 𝑑))) d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝐶𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

. (4.24) 

令𝑊𝐹 = 𝑊𝐹(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽(𝒙; 𝑑))为方程(4.19c)右端项的被积函数，我们有 

D

D𝑑
𝐼(𝑊𝐹) = ∫ (

𝜕𝑊𝐹

𝜕𝑑
) d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝐹𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

, (4.25) 

式中𝑊𝐹 = 𝑭(𝑑) ∙ 𝑽(𝒙; 𝑑)，且有 

𝜕𝑊𝐹

𝜕𝑑
=
d

d𝑑
𝑭(𝑑) ∙ 𝑽(𝒙; 𝑑) +𝑊𝐹(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽

′(𝒙; 𝑑)). (4.26) 

假设形貌和速度场描述具有充分的光滑性（由𝒰𝑫保证），𝑽′(𝒙; 𝑑)属于 Hilbert 空间

𝐻1(ℬ(𝑑))，这意味着𝑽′(𝒙; 𝑑) ∈ 𝒰𝑎𝑑。因此， 

∫ 𝑊𝐶(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽
′(𝒙; 𝑑))d𝑉

ℬ(𝑑)

= ∫ 𝑊𝐹(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑽
′(𝒙; 𝑑))d𝑉

ℬ(𝑑)

. (4.27) 
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注意到 

D

D𝑑
𝐼(𝑊𝐶) =

D

D𝑑
𝐼(𝑊𝐹). (4.28) 

替代方程(4.24 − 4.26)到方程(4.28)并且利用方程(4.27)，则有 

∫ 𝑊𝐶(𝑼
′(𝒙; 𝑑), 𝑽(𝒙; 𝑑))d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝐶𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

 

= ∫
d

d𝑑
𝑭(𝑑) ∙ 𝑽(𝒙; 𝑑)d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝐹𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

. (4.29) 

由于在当前柔度最小问题中，𝑼(𝒙, 𝑑) = 𝑽(𝒙, 𝑑)，柔度函数满足 

𝐶 = ∫ 𝑊𝐶(𝑼(𝒙; 𝑑), 𝑼(𝒙; 𝑑))d𝑉
ℬ(𝑑)

. (4.30) 

利用方程(4.24)和方程(4.29 − 4.30)，我们可以推导材料时间导数
D𝐶

D𝑑
为 

D𝐶

D𝑑
= 2∫ 𝑊𝐶(𝑼

′(𝒙; 𝑑), 𝑼(𝒙; 𝑑))d𝑉
ℬ(𝑑)

+∫ 𝑊𝐶𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

 

= 2∫
d

d𝑑
𝑭(𝑑) ∙ 𝑼(𝒙; 𝑑)d𝑉

ℬ(𝑑)

+∫ (2𝑊𝐹 −𝑊𝐶)𝑉𝑛d𝑆
𝜕ℬ(𝑑)

. (4.31) 

需要说明的是此处的全导数和公式(3.26)内涵是一致的：公式(3.26)的偏导数是为了区

分其他设计变量，此处采用全导数符号是为了区分空间导数。通过上述推导，方程(4.24)

中导数𝑼′的计算已经成功被消除了，这极大地提升了灵敏度的计算效率。另外，本文并

未考虑载荷相关的结构设计问题，因此方程(4.31)可进一步简化为 

D𝐶

D𝑑
= −∫ 𝑊𝐶𝑉𝑛d𝑆

𝜕ℬ(𝑑)

. (4.32) 

4.4 数值实现与设计流程 

4.4.1 速度场的推导和计算 

到目前为止，柔度灵敏度的导数计算中，仍然有变量𝜕ℬ(𝑑)和𝑉𝑛 = 𝒗 ∙ 𝑵尚待解决。

注意到几何量𝑉𝑛仅仅在区域𝜕ℬ(𝑑)上进行计算。由于ℬ(𝑑) = 𝒮(𝑑)  × [−𝑡/2, 𝑡/2]（如图 

4.9 (a)所示），我们有 

𝜕ℬ(𝑑) =⋃ 𝛤𝑖
3

𝑖=1
, (4.33) 

且有 
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{

𝛤1 = ℬ(𝑑)|𝜉3=𝑡/2,                

𝛤2 = ℬ(𝑑)|𝜉3=−𝑡/2,             

𝛤3 = 𝜕𝒮(𝑑) × [−𝑡/2, 𝑡/2],

(4.34) 

如图 4.9 (b)所示。 

 

图 4.9 中面与实体域关系的示意图 

Fig. 4.9 Schematic illustration of the relationship between the middle surface and the bulk 

domain 

 

对于中面𝒮(𝑑)上任一点𝒙̃ = 𝒙̃(𝒙; 𝑑)，其位置通过原始曲面𝒮0上的点𝒙的扰动得到，即 

𝒙̃(𝒙; 𝑑) = 𝒙 + ℎ𝒮0(𝒙; 𝑑) ∙ 𝑵(𝒙, 𝒮0), (4.35) 

式中𝑵(𝒙, 𝒮0)为曲面𝒮0正法向量在点𝒙处的取值。将点𝒙̃沿法向量投影至上曲面𝛤1和下曲

面𝛤2（如图 4.9 (c)所示），其对应的投影点表达为 

{
𝒙̃1 = 𝒙̃ +

𝑡

2
𝑵(𝒙̃, 𝒮(𝑑)),

𝒙2 = 𝒙̃ −
𝑡

2
𝑵(𝒙̃, 𝒮(𝑑)),

(4.36) 

式中𝑵(𝒙̃, 𝒮(𝑑))代表曲面𝒮(𝑑)取在点𝒙̃处的正法向量。下面，我们以上边界𝛤1为例，推导

其对应的由参数𝑑瞬时变化所诱导的速度场。将方程(4.35)带入(4.36)第一个式中得到 

𝒙̃1(𝒙; 𝑑) = 𝒙 + ℎ𝒮0(𝒙; 𝑑) ∙ 𝑵(𝒙, 𝒮0) +
𝑡

2
𝑵(𝒙̃, 𝒮(𝑑)). (4.37) 

曲面𝛤1的速度场𝒗1定义为𝒙̃关于𝑑的材料时间导数，即 

𝒗1 =
D

D𝑑
𝒙̃1(𝒙; 𝑑) =

𝜕

𝜕𝑑
ℎ𝒮0(𝒙; 𝑑) ∙ 𝑵(𝒙, 𝒮0) +

𝑡

2

𝜕𝑵(𝒙̃, 𝒮(𝑑))

𝜕𝑑
, (4.38) 

并且有 

𝑉𝑛
1 = 𝒗1 ∙ 𝑵(𝒙̃1,𝛤

1), (4.39) 

式中𝑵(𝒙̃1,𝛤
1)为边界𝛤1上𝒙̃1点处的外法向。边界𝛤2的速度场的推导和上述过程类似，此

处不在赘述。另外，由于结构的细长特性，在边界𝛤3上的积分则忽略不计。考虑到形貌

场函数通过曲面切割操作和多面片拼接技术定义，ℎ𝒮0(𝒙; 𝑑)关于𝑑的导数推导为 
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𝜕

𝜕𝑑
ℎ𝒮0(𝒙; 𝑑) =

𝜕ℎ𝒮0
𝜕ℎ𝒫𝑖

s

𝜕ℎ𝒫𝑖
s

𝜕ℎ𝒫𝑖

𝜕ℎ𝒫𝑖
𝜕ℎ𝒫𝑖

∗

𝜕ℎ𝒫𝑖
∗

𝜕𝑑
, (4.40) 

式中ℎ𝒫𝑖代表定义在曲面片𝒫𝑖上的形貌场，符号ℎ𝒫𝑖
s 代表相应的延拓定义，符号𝒫𝑖

∗代表对

应于𝒫𝑖的被切割后形成中间曲面。这里，ℎ𝒫𝑖
∗通过ℎ𝒫𝑖

∗(𝒙; 𝑑) = ℎℳ𝑖
(𝒑; 𝑑)得到，且有𝑓𝑖(𝒙0) =

𝒑: 𝒫𝑖
∗ →ℳ𝑖代表第𝑖个曲面片的共形映射。函数ℎℳ𝑖

(𝒑; 𝑑)关于𝑑的偏导数通过下式计算： 

𝜕

𝜕𝑑
ℎℳ𝑖

(𝒑; 𝑑) =
𝜕ℎℳ𝑖

(𝒑; 𝑑)

𝜕ℎ𝑙(𝒑; 𝑑)

𝜕ℎ𝑙(𝒑; 𝑑)

𝜕𝑑
, (4.41) 

其中ℎ𝑙(𝒑; 𝑑)为定义在第𝑖块子域的第𝑙号组件的形貌场函数，即方程(4.9) − (4.17)。需要

注意的是，由于这里曲面的形貌函数采用了“与平面形貌函数相等”的方式定义，即

ℎ𝒫𝑖
∗(𝒙; 𝑑) = ℎℳ𝑖

(𝒑; 𝑑)，共形映射本身并不会参与到灵敏度的计算中，这无疑降低了问题

求解的难度。 

4.4.2 离散灵敏度的计算方法 

对于方程(4.32)，其对应的离散灵敏度通过有限元计算得到。令𝒮Δ(𝑑) = ⋃ 𝒮Δ
𝑒(𝑑)

𝑛𝑒
𝑒=1

为曲面𝒮(𝑑)的三角网格，其中𝒮Δ
𝑒(𝑑)代表第𝑒号壳单元。离散的实体区域表达为ℬΔ(𝑑) =

⋃ ℬΔ
𝑒(𝑑)

𝑛𝑒
𝑒=1 = ⋃ 𝒮Δ

𝑒(𝑑) × [−𝑡/2, 𝑡/2]
𝑛𝑒
𝑒=1 ，其中ℬΔ

𝑒(𝑑)代表对应第𝑒号壳单元的实体区域。

在具体实现层面，方程(4.32)离散为 

D𝐶

D𝑑
= −∑ ((𝑊𝐶𝑉𝑛)𝑒

upper
+ (𝑊𝐶𝑉𝑛)𝑒

lower)𝐴𝑒
𝑛𝑒

𝑒=1
, (4.42) 

式中符号(∙)𝑒
upper

和(∙)𝑒
lower分别代表物理量(∙)在ℬΔ

𝑒(𝑑)|𝜉3=𝑡/2 和ℬΔ
𝑒(𝑑)|𝜉3=−𝑡/2 处取的值

（如图 4.9 (d)所示）。在方程(4.42)中，𝐴𝑒代表三角网格𝒮Δ
𝑒的面积。从上式中我们可以

看出，具体求解过程中离散灵敏度需要薄壁结构所占实体区域的厚度方向边界上的物理

量，这可以通过提取前文所提到的 Simpson 积分点的信息巧妙实现。如果采用 Gauss 积

分策略进行响应的求解，此处则需要进行外插计算，这无疑降低了整体算法的精度。 

4.4.3 设计流程 

薄壁结构的显式形貌优化设计流程可分解为三个主要模块：曲面预处理，显式形貌

描述和优化迭代。具体细节如下所示：（1）根据几何特征将曲面划分为子面片，通过对

每个子面片进行曲面切割操作获得中间曲面，使用共形参数化技术获得相应平面参数域；

（2）在各参数域中构建具体的形貌扰动函数，通过逆向映射实现原始曲面片的形貌扰

动。其次，将扰动后的各面片进行装配，形成变化后的薄壁构型；（3）提交更新后的模

型进行有限元分析，得到修改后薄壁结构的响应和灵敏度。然后，使用优化求解器求解
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优化问题并更新设计变量；（4）最后，迭代上述步骤（形貌场函数的构造，薄壁结构的

修改，响应和灵敏度计算，设计变量的更新）直到满足收敛要求。 

4.5 算例验证 

在本小节中，我们首先验证了形貌变化对薄壁结构力学性能的提升效果，其次通过

实例验证了所提算法的有效性，另外还对影响最终形貌设计的主要因素进行了详细的探

索。在数值实验中，几何尺寸与材料属性均设置为无量纲化。材料设置为各向异性线弹

性，杨氏模量为E = 1，泊松比取为ν = 0.3。优化问题的目标为最小化结构柔度，优化进

程设置为在 300 步时停止。每个组件的形貌控制系数取为 9（𝑛𝑟 = 8），NURBS 描述中

节点矢量采用常见的均匀形式，即Ξ = {−𝜋,−𝜋,−𝜋,−𝜋 + 1 ∗
2𝜋

7
, −𝜋 + 2 ∗

2𝜋

7
, … , −𝜋 +

6 ∗
2𝜋

7
, 𝜋, 𝜋, 𝜋}。 

4.5.1 机理验证 

为消除映射过程和原始薄壁结构弯曲几何形状的影响，这里首先采用四角固支、中

心点处受竖向单位集中力作用的方板作为基本实例。如图 4.10 所示，边长设为 80，厚

度设为 0.2。 

 

图 4.10 方形板算例边界条件  

Fig. 4.10 Boundary conditions of the square plate example 

 

为证明形貌对于提升结构响应的作用，该验证实验设置了不同的参数、产生不同的

设计，如图 4.11 所示。其中，图 4.11 (a-d)的形貌设置分别为：无形貌的平坦设计（柔

度为2.51e5）、基础形貌设计（所有形貌系数设置为 8、高度设置为 4、柔度为1.88e5）、

扩大形貌设计（所有形貌系数设置为 16、高度设置为 4、柔度为1.22e5）以及增高形貌

设计（所有形貌系数设置为 8、高度设置为 8、柔度为1.87e5）。与图 4.11 (a)中的平坦

设计相比，图 4.11 (b-d)中突出的圆台显著降低了位移幅度，提高了结构刚度。我们可以
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观察到，扩大的形貌，即图 4.11 (c)的性能优于基本形貌设置（图 4.11 (b)）。一个自然

的结论是，形貌越大，结构性能越好。然而，这种观点并不成立：假设基本形貌不断扩

大，直至其中心均匀区域覆盖整个平板，所得到的结构将回归到平坦形貌设计，这就会

获得更差的结构性能。这种现象也是形貌优化中不需要体积分数约束的重要原因。 

 

图 4.11 不同形貌设置下位移量的比较 

Fig. 4.11 Comparison between the displacement magnitudes of different topography settings 

 

 

图 4.12 基础形貌组件位置对于柔度目标函数的影响 

Fig. 4.12 Effect of the location of the basic topography component 

 

我们进一步探讨了形貌位置的影响。通过改变基本形貌组件（图 4.11 (b)）中心点

的坐标，加载点处的最终位移幅度云图如图 4.12 (a)所示。该云图中的每个点都被赋予

一个特定的值，表示基本形貌组件位于该位置时，结构加载点处的最大位移幅度。图 4.12 

(b)给出了代表低维分布特征的三条曲线，分别对应左图中不同取值的云图剖面，从中可

以看出该优化问题的非凸性，这也验证了构造算法来设计薄壁结构形貌的必要性。 
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4.5.2 平板结构形貌设计 

在本算例中，我们将探讨问题设置参数（即薄壁结构厚度、边界条件和几何模型的

初始曲率）对最终设计的影响。考虑到映射过程和弯曲的几何形状均可能会阻碍实验现

象的观察，我们这里仍然采用图 4.10 中的平板算例。首先，我们在不改变任何问题设

置参数的情况下进行了基本的形貌优化。组件初始设计为 4x4 的组件布局，如图 4.13 (a)

所示。初始形貌高度和最大形貌高度（即ℎ̅𝑖和ℎ̅𝑖
𝑚𝑎𝑥）均设置为 4。迭代历史如图 4.13 所

示，从中可以看出，形貌边界在整个优化过程中均光滑；由于移动可变形组件法的收敛

优势，柔度函数在前 20 步迅速降低；在第 20 步之后，优化进程逐渐趋向于形貌细节的

修改；在第 50 步之后，目标函数逐渐收敛到稳定值。 

 

图 4.13 平板结构基础形貌设计问题的迭代历史和中间结果 

Fig. 4.13 Iteration histories and intermediate results of the basic topography design problem 

of the plate structure 

 

根据迭代顺序，图 4.13 所展示的结构分别代表第 1 步（𝐶 = 136443.80）、第 5 

步（𝐶 = 4868.34）、第 50 步（𝐶 = 1768.73）、第 150 步（𝐶 = 1145.91）、第 200 

步（𝐶 =  959.54）以及第 300 步（𝐶 = 876.03）的中间结构。原始结构（图 4.10）的

柔度函数值为𝐶 = 2.51e5。最终设计如图 4.14 所示，实现了约 99.36%的位移幅值降低

（柔度函数从 136443.80 减小到 876.03）。如图 4.14 (a-h)所示，刚度的显著提升主要是

通过截面上的波纹结构实现的。优化结果显示，四个固定端附近均形成了尖锐的山形子
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结构，而横截面则演化出多个峰谷。这些结构特征有效地抑制了由支撑反力引起的面外

变形。图 4.14 (i-1)展示了不同的高度过滤图，这也证明了形貌描述的复杂性和相关构造

方法的有效性。 

 

图 4.14 通过不同视角和不同高度截面来展示平板算例的最终设计结果 

Fig. 4.14 Presenting the final design result of the flat plate example from different 

perspectives and by different height sections 

 

考虑到厚度因素会显著影响面内方向和面外方向刚度的量级差异，从而影响算法的

提升效果，我们在平板设计算例中设置 0.05 ~ 0.8 的不同厚度，其他参数保持不变。设

计结果如图 4.15 所示。这些最终设计的柔度函数分别为2.20e4、2.24e3、312.66 和 

262.56。这六个算例的初始组件布局均与图 4.13 (a)相同，其初始柔度函数分别为7.21e6、

9.53e5、17182.94 和 2356.02，柔度函数的降低率（通过最终位移大小与初始设计位移

大小之比得出）分别为 99.69%、99.76%、98.18% 和 88.86%。整体来说，厚度越薄，

算法的提升效果越强。随着厚度的增加，最终设计中形貌组件逐渐从中心区域向周边扩

散，形成环形区域。这里主要原因是横向弯曲刚度和剪切刚度随着厚度的增加而增加，

这削弱了形貌的提升作用，促使形貌形成更多的起伏（比如，图 4.15 (a)剖面图中高度

变化 3 次，图 4.15 (d)剖面图高度变化 7 次）。尽管最终设计存在诸多差异，但这些设
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计结果中形成了一些共同的结构特征。例如，在四个固定端附近均形成了尖锐的山状结

构。另外，在所有最终结构的中心点都出现了狭长的槽状结构，这也证明了该结构形式

提高加载点局部刚度的有效性。 

 

图 4.15 不同厚度设置下的最终设计：(a-d) 厚度分别设置为 0.05，0.1，0.4 和 0.8 

Fig. 4.15 Final designs of different thickness settings. (a-d) The thicknesses are 0.05, 0.1, 0.4, 

and 0.8, respectively 

 

此外，扰动高度对形貌的优化结果也有较大影响。因此，我们进一步探讨了高度在

形貌设计中的作用。在图 4.16 (b)所示的五种情况中，形貌高度（包括初始高度和最大

高度）分别设置为 1、2、4、8 和 16，其他参数保持不变。其中，高度设置为 4 的情况

即为图  4.13 所示的设计案例。这五种初始设计方案的刚度值分别为 149410.66、

142453.00、136443.80、130516.98 和 124903.23。可以观察到随着高度的增加，柔度逐渐

减小，结构刚度逐渐增大。然而值得注意的是，在这些初始设计中，尽管高度呈指数级

增长（即材料体积用量的增量呈指数级增长），但刚度的提升速度却比较低。这说明了

理性和系统设计的必要性：如果我们直接采用“经验性”的初始设计，材料就不能得到

充分利用。不同设置的迭代曲线如图 4.16 (a)所示，从中可以看出这些曲线从不同的初

值出发、变化趋势相似、收敛于各自的最终值。对比不同的迭代曲线，我们可以发现初

始设计的柔度和最终设计的柔度都随着高度的增加而减小。这说明形貌高度的升高会提

高结构的刚度和最终设计的优化效果。 

图 4.16 (c)展示了最大形貌高度设置为 1、2、4、8 和 16 的最终设计方案，刚度值

分别为 8007.17、2560.21、876.03、350.29 和 160.26。结果进一步验证了所提形貌优化

设计方法的必要性：利用所提出的形貌优化方法，最终设计的柔度呈指数级下降（形貌
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最大高度每增加一倍，柔度降低 1/2~5/7）。另外，高度极限的变化还导致了优化结构的

差异。如图 4.16 (c)所示，随着高度的提升，原本相连的整体形貌逐渐分离，形成了几

个独立的形貌孤岛。此外，不同设计中仍存在相似的结构特征，即在载荷点处均形成槽

状子结构，在四个角点处均形成山状结构（如图 4.16 (c)所示）。 

 

图 4.16 不同最大形貌高度设置的最终设计 

Fig. 4.16 Final designs with different maximum topography height settings 
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形貌设计的有效性在前面的算例中已经得到了验证。然而，不平坦的设计是否总是

比平坦的设计更好呢？答案是否定的。接下来我们提供一个直观的例子来反驳这种观点，

并探讨边界条件对最终设计的影响。当前算例的几何形状和材料设置与图 4.10 相同；

唯一的区别是此处的集中力方向旋转至𝑥2方向，而加载点仍然是板的中心。初始设计如

图 4.13 (a)所示，迭代历史如图 4.17 所示。 

 

图 4.17 平板结构在面内力作用下的形貌设计迭代历史及中间结果 

Fig. 4.17 Iteration histories and intermediate results of the topography design problem of the 

plate structure subjected to in-plane force 

 

从曲线上可以看出，优化进程收敛速度较快，柔度函数逐渐下降。最值得注意的是

结构的演化过程，突出的形貌是逐步消失的。然而，该现象和本研究的基础理念是一致

的：本例中载荷按面内方向施加，最优形貌应尽可能地利用面内刚度，从而驱动初始凸

出的形貌组件逐渐消失。 

曲率对薄壁结构力学性能的影响是十分显著的，并且受到各种额外因素耦合作用的

影响。例如，曲率较高的薄壁结构在特定类型的载荷（特别是那些垂直于表面的载荷）

下往往更硬[201]，以及曲率可能导致更好的承载模式[13]。因此，我们在这个例子中进一

步研究了几何曲率对最终设计的影响。 
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图 4.18 修改后的中曲面及相应的最终设计 

Fig. 4.18 Modified middle surfaces and the corresponding final designs 

 

原始的平板中平面依据下列方程调整为曲面（如图 4.18 (a-d)所示，参数𝛾分别设定

为 10、20、40 和 80）： 

𝑥3 = 𝛾 ∗
((𝑥1 − 40)2+(𝑥2 − 40)2)

3200
. (4.43) 
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另外，边界条件、厚度、材料参数保持与图 4.10 算例一致。初始布局设置与图 4.13 (a)

相同。图 4.18 (e-h)展示了 Case 1-4 无形貌设计的位移云图，柔度函数分别为 2095.38、

1351.56、1119.50 和 1260.84。图 4.18 (i-l)展示了 Case 1-4 的最终设计，柔度函数分别为

156.36、169.44、426.60 和 216.72，柔度函数的降低率分别为 92.54%、87.46%、61.89%

和 82.82%。 

我们注意到，在适当的范围内，即图 4.18 (a-c)，曲率越高，原始薄壁结构越硬。然

而在案例 4 中，四个支撑点处结构较弱，导致较大的位移幅值，如图 4.18 (h)所示。因

此，案例 4 的结构整体刚度小于案例 3。形貌设计的提升程度随着原始结构刚度的增大

而减小（按照案例 1、2、4、3 的顺序）。对于较大曲率结构（案例 3、4），中心点周

围形成的拱形区域刚度足够大，而四个支撑点周围的薄弱区域则相对较弱，这导致了形

貌组件逐渐聚集到了角点处，用以增强结构局部刚度。 

4.5.3 基于共形参数化技术的形貌设计 

对于弯曲的薄壁结构，共形参数化技术是获得其形貌设计结果的必要手段。本节提

供了具有代表性的模型来验证算法在处理薄壁结构方面的有效性。第一个例子是一个鞍

形算例（厚度设定为 0.02），其几何尺寸和边界条件（四个角点处固定，在鞍点处承受

沿−𝑥2方向施加的单位集中力）如图 4.19 所示。 

 

图 4.19 鞍形薄壁结构算例的问题设置 

Fig. 4.19 Problem settings of the saddle-shaped thin-walled structure example 

 

该算例构造曲面形貌的过程相对简单，直接利用共形参数化技术和嵌入式形貌描述

即可。此处我们测试了初始组件布局对最终设计的影响。图 4.20 (a-c)展示了三种类型的

初始结构，其中组件分别放置为4 × 2，6 × 3和8 × 4，对应的柔度函数分别为 4077.04、
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3910.32、3749.56。迭代曲线如图 4.20 所示，从中可以看出总体趋势是一致的，所有的

优化过程都收敛到接近的目标函数值，相应的最终形貌设计如图 4.20 (d-f)所示，柔度函

数分别为 463.62、444.84、435.84。设计结果表明，各模型中心区域的形貌分布相似，

均形成狭窄的沟槽。此外，随着组件数量的增加，边缘区域会出现更多的结构细节，从

而进一步提高结构性能。 

 

图 4.20 不同组件布局的初始设计、迭代曲线以及最终设计 

Fig. 4.20 Initial designs, iteration curves, and final designs of different component layouts 

 

4.5.4 复杂曲面薄壁结构的形貌设计 

在当前小节中，我们利用两个复杂的薄壁结构来演示曲面切割操作和多面片拼接技

术的重要性。第一个算例为八字形环面结构，如图 4.21 所示。其中，橙色的圆圈表示沿
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圆周方向分布的固定边界条件，其环向坐标（即𝛼1和𝛼2）分别为
𝜋

4
,
𝜋

2
, 𝜋,

3𝜋

2
,
7𝜋

4
；红色箭头

表示垂直于表面施加的集中力，环向坐标分别为0,
3𝜋

8
,
3𝜋

4
,
5𝜋

4
,
15𝜋

8
；加载点到圆心的径向

距离均设定为 20。此算例中的厚度设置为 0.01，弹性模量设定为 210000，力的大小设

定为 100。 

 

图 4.21 八字形环面算例的问题设置 

Fig. 4.21 Problem settings of the eight-shaped torus example 

 

 

图 4.22 八字环曲面的几何前处理（以左半部分为例） 

Fig. 4.22 Geometry preprocessing of the eight-shaped torus surface (taking the left half as the 

example) 
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图 4.23 八字环算例的迭代历史、中间结果以及最终设计（第 300 步）：(a) 初始设计

（𝐶 = 31631.04）；(b) 第 25 步的设计（𝐶 = 5110.71）；(c) 第 150 步的设计（𝐶 = 

3458.74）；(d) 最终设计（𝐶 =2876.67） 

Fig. 4.23 Iteration histories, intermediate results, and the final design (300th step) of the eight-

shaped torus example: (a) initial design (𝐶 = 31631.04); (b) design of the 25th step (𝐶 = 

5110.71); (c) design of the 150th step (𝐶 = 3458.74). (d) final design (𝐶 = 2876.67) 

 

显然，这个模型不能直接映射到平面矩形域上。因此，需要利用额外的操作来构建

曲面形貌，如图 4.22 所示。以左半部分为例（该模型是一个具有开放边界的环面），首

先我们根据几何特征将原始曲面划分为两个独立的区域，如图 4.22 (b-c)所示。其次，在

进行曲面切割操作后，每个区域都被映射到一个平面矩形区域，如图 4.22 (d-e)所示；注

意此处图 4.22 (c)的模型采用了图 3.23 中接头曲面同样的处理方法，而原始曲面的边界

在图 4.22 (e)中被映射为一个平面孔洞。初始组件如图 4.23 (a)所示，中间设计如图 4.23 

(b-c)所示。从图中可以看出，第 150 步优化后的结构已经接近最终设计，最终柔度函数

则降低到初始布局的 9.09%。 
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图 4.24 花瓶算例的问题设置（厚度为 0.05） 

Fig. 4.24 Problem settings of the vase example (the thickness is 0.05) 

 

第二个算例采用图 4.24 所示的花瓶结构，底部受固定端约束，边界承受竖直方向

的单位线载荷。花瓶的几何按照图 4.24 (b)所示的轮廓线绕中心轴线旋转得到。从算法

实现的角度来看，其实无需进行额外的预处理；也就是说，共形参数化技术可以直接应

用到中曲面的映射。然而，如图 4.24 (c)所示，直接映射策略不可避免地会引入较大的

全局扭曲。因此，本工作利用多面片拼接技术。整个曲面按照几何特征分解为待设计的

瓶体面片和作为不可设计域的底面两部分，初始组件布局如图 4.24 (d)所示。可以看出，

形貌扭曲问题得到了很好的解决。 

迭代历史和最终设计如图 4.25 所示。随着优化的进行，形貌组件逐渐向瓶颈处移

动，从而增大瓶颈处的半径，减小局部曲率。另一方面，底部区域逐渐形成四个环形分

布的杆状形貌组件，增强了固定端附近的局部刚度。与初始设计相比，最终设计的柔度

函数减小了 78.98%。 

4.6 本章总结 

本工作受薄壁结构几何诱导的各向异性现象启发，采用嵌入式形貌描述，结合移动

可变形组件法和共形参数化技术，提出了一种显式的形貌设计方法。其中，嵌入式描述

使得该方法能够将形貌组件完美地附着在曲面上，移动可变形组件法使得该算法具有以

少量设计变量描述复杂形貌的能力，还使得算法能够自适应地调整形貌设计的局部区域。

另外，曲面切割操作和多面片拼接技术极大地扩展了该方法的适用范围，并很好地解决
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了映射失真问题。考虑到优化过程中结构响应积分域的动态变化，我们推导了广义结构

响应函数及结构柔度的形状灵敏度表达式。此外，我们进一步推导了由设计变量瞬时扰

动引起的几何速度场，并给出了具体的离散灵敏度计算公式。数值算例验证了所提设计

方法提高刚度的有效性、高效性和几何通用性。 

 
图 4.25 花瓶算例的迭代历史、中间结果以及最终设计：(a) 初始设计（𝐶 = 

36268.51）；(b) 最终设计（𝐶 = 7623.96）；(c-e) 最终设计的不同视图 

Fig. 4.25 Iteration histories, intermediate results, and the final design of the vase example: (a) 

initial design (𝐶 = 36268.51); (b) final design (𝐶 = 7623.96); (c-e) different views of the 

final design 
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5 基于实体模型的薄壁结构拓扑优化方法 

5.1 引言 

薄壁结构的复杂性来源于其多样化的设计需求和厚度变化。一方面，多样化的设计

需求（例如中面拓扑设计、加筋设计等）增加了材料自动化描述的难度。另一方面，不

同厚度范围的薄壁结构需要采用对应的理论假设（例如  Kirchhoff-Love 壳理论和

Reissner-Mindlin 壳理论）以确保结构响应的求解精度。然而，对于无法满足壳体模型假

设的情况，响应的精度损失在优化过程中是不可忽略的，这是因为在迭代求解中误差的

累计会导致完全不同的优化设计结果。 

为解决上述挑战，本研究基于实体模型（不同于第三章和第四章的壳体模型）和移

动可变形组件法提出了一种新型嵌入式实体组件，为薄壁结构的多类典型设计问题（包

括拓扑优化、加筋布局优化以及三明治夹芯结构优化）提供统一的求解方案。同时，组

件自然贴合曲面的几何约束能够自动满足，如图 5.1 所示。最后，我们将所提出的方法

应用于一系列的具有代表性的算例中，从而验证其有效性、高效性、多功能性以及在处

理复杂结构方面的能力。 

 

图 5.1 嵌入式组件必要性的示意图：(a) 定义在欧氏空间中的组件在优化过程中存在

贯穿设计域的问题；(b) 嵌入式组件能够有效地适应薄壁结构的形状变化 

Fig. 5.1 Schematic illustration of the necessity of the embedded component: (a) component 

defined in Euclidean space intrudes into the base panel during the optimization process; (b) 

embedded component effectively follows the shape variation of thin-walled structure 

 

5.2 嵌入式实体组件的构造方法 

在该节中，我们基于前置研究中（即第 3 章）曲面的组件描述方法，进一步构造嵌

入式组件。 
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令符号ℬ代表所考虑的薄壁结构占据的区域，𝒮为ℬ的中曲面。实体区域ℬ可基于笛

卡尔积分解，即ℬ = 𝒮 ×𝒲。其中𝒲 = [−𝑡/2, 𝑡/2]代表厚度坐标𝜉3的变化范围，参数𝑡代

表沿曲面方向变化的厚度，并且有𝒮 = ℬ|𝜉3=0成立。在这样的处理后，原始实体区域的

几何复杂性便转换至中曲面上，而中曲面用以描述材料分布的 TDF 函数则通过前述章

节定义（第 3 章，方程(3.1 − 3.2)），构建过程概述为图 5.2。 

 

图 5.2 TDF 函数构建过程示意图：(a) 将曲面按照几何特征分解为多个简单曲面片从而

降低几何复杂度；(b) 在各面片上进行 TDF 函数的构建；(c) 将局部曲面片上定义的

TDF 函数延拓至整体曲面；(d) 原始曲面的 TDF 函数定义由各面片装配而成 

Fig. 5.2 Schematic illustration of the TDF construction process of a general complex surface: 

(a) decomposing the concerned surface into individual patches according to geometric 

features; (b) TDF construction on each patch; (c) TDF extensions from surface patches to the 

original surface; (d) TDF definition on the original surface 

 

为构建实体的嵌入式组件，此处我们采用投影操作来描述材料分布。对区域ℬ内任

一点𝒙，其拓扑描述函数定义为 

𝜙ℬ
s (𝒙;𝑫) = 𝜙𝒮

s(𝒙⊥; 𝑫). (5.1) 

上式中𝜙𝒮
s(𝒙⊥; 𝑫)即为定义在中曲面上的拓扑描述函数，𝑫为设计变量向量，𝒙⊥为点𝒙到

曲面𝒮的投影点，并通过求解下列最小化欧氏距离的极值问题获得 

𝒙⊥ = argmin𝒙𝒮∈𝒮(‖𝒙 − 𝒙𝒮‖2). (5.2) 

因此𝒙的厚度坐标（即从点𝒙到投影点𝒙⊥的距离）为𝜉3(𝒙) = ‖𝒙 − 𝒙⊥‖2。通过利用投影操

作，区域ℬ的材料布局构建为𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫) = H(𝜙𝒮

s(𝒙⊥; 𝑫))，式中H(∙)代表用来正则化的

Heaviside 函数，具体公式见方程(3.28)。为发展求解薄壁结构多类优化问题（包括拓扑

优化、加筋设计和三明治夹芯结构设计）的统一方法，我们进一步提出了下列材料布局

描述： 
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𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫) =

{
 
 

 
 𝜌1,                   if 𝜉

3(𝒙) ∈ [−
𝑡

2
,−
𝑡

2
+ 𝜉2

3̅̅ ̅),                

H(𝜙𝒮
s(𝒙⊥; 𝑫)),       if 𝜉

3(𝒙) ∈ [−
𝑡

2
+ 𝜉2

3̅̅ ̅,
𝑡

2
− 𝜉1

3̅̅ ̅] ,

𝜌2,                     if 𝜉
3(𝒙) ∈ (

𝑡

2
− 𝜉1

3̅̅ ̅,
𝑡

2
],                       

(5.3) 

式中𝜉1
3̅̅ ̅和𝜉2

3̅̅ ̅代表两侧基底的厚度，𝜌1和𝜌2分别代表对应的预设密度。 

 

图 5.3 嵌入式组件示意图：(a) 实体域材料分布通过中曲面的投影操作获得；嵌入式

组件不同的应用场景包括：(b) 拓扑优化，(c) 加筋设计，(d) 三明治夹芯结构设计 

Fig. 5.3 Schematic illustration of the embedded components: (a) material distribution of the 

solid domain is obtained via the projection operation from the middle surface; different 

application scenarios of the embedded components include: (b) topology optimization, (c) rib-

reinforcing structure design, and (d) sandwich structure design 

 

上述定义可通过取不同的参数值，有效地将各类设计问题按照厚度坐标区分，如图 

5.3 所示。例如，当预设的厚度参数取值为𝜉1
3̅̅ ̅ = 0以及𝜉2

3̅̅ ̅ = 0，此处拓扑描述函数刻画了

拓扑优化下的结构形式（如图 5.3 (b)所示）；当仅有一个厚度参数取零时，拓扑描述函

数可用来设计加筋结构（如图 5.3 (c)所示）；当所有厚度参数均非零时（如图 5.3 (d)所

示），拓扑描述函数可用来优化中间的夹层结构。另外，考虑到筋条和蒙皮通常由不同

的材料构成，设置不同的参数𝜌1和𝜌2可用来描述这类多材料的情况。 
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5.3 优化列式与灵敏度分析 

5.3.1 优化列式 

 
图 5.4 本研究的核心问题为：最小化薄壁结构的柔度优化 

Fig. 5.4 Core issue of this study: minimizing the compliance of thin-walled structures 

 

本章工作主要考虑体积分数约束下（作为上限）薄壁结构的静柔度最小化问题。不

同于第三章和第四章采用壳体模型进行建模的方式，此处采用实体模型对薄壁结构进行

建模，对应三维弹性力学问题[206]。如图 5.4 所示，假设ℬ为所考虑的薄壁结构所占据的

区域，材料设置为线弹性各向同性材料，在基于移动可变形组件法的求解中，设计问题

可列为如下形式： 

Find 𝑫, 𝒖(𝒙) (5.4a) 

Minimize    𝐶 = ∫𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)𝑭 ∙ 𝒖d𝑉

ℬ

+∫ 𝒕 ∙ 𝒖d𝑆
∂ℬ

(5.4b) 

          S. t.  

∫𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)𝔼: 𝜺3d(𝒖): 𝜺3d(𝒗)d𝑉

ℬ

= ∫𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)𝑭 ∙ 𝒗d𝑉

ℬ

+∫ 𝒕 ∙ 𝒗d𝑆
∂ℬ

, ∀𝒗 ∈ 𝒰𝑎𝑑
3d , (5.4c) 

∫𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)d𝑉

ℬ

≤ V∫d𝑉
ℬ

, (5.4d) 

𝒖 ∈ 𝒰3d, 𝑫 ∈ 𝒰𝑫. (5.4e) 

这里𝒖为三维弹性力学位移向量，属于约束集𝒰3d，虚位移𝒗为属于可行集𝒰𝑎𝑑
3d的虚位移，

𝜺3d(∙)为三维弹性力学问题应变张量，方程(5.4c)代表三维弹性力学的虚位移原理；𝔼为

实体材料的三维弹性力学四阶弹性张量，𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)𝔼则表示嵌入式实体组件描述下的、点

𝒙处的材料四阶弹性张量，由设计变量向量𝑫显式控制。符号𝑭 和𝒕分别代表预设的体力

和面力。另外， 𝐶为静柔度，V为材料体积分数，𝒰𝑫为设计变量向量𝑫所属集合。 
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5.3.2 灵敏度分析 

在该拓扑优化问题中，主要需考虑以下形式的响应函数 

𝐼(𝒖, 𝒖) = ∫𝜌ℬ
s (𝒙;𝑫)𝑊(𝒖, 𝒖)d𝑉

ℬ

, (5.5) 

式中𝑊(𝒖,𝒖)为关于真实位移𝒖的泛函。为简化推导过程，此处采用𝑑代替设计变量向量

𝑫，函数𝐼(𝒖, 𝒖)关于扰动𝛿𝑑的变分为 

𝛿𝐼(𝒖, 𝒖) = ∫𝛿𝜌ℬ
s (𝒙; 𝑑)𝑊(𝒖,𝒖) + 𝜌ℬ

s (𝒙; 𝑑)𝛿𝑊(𝒖,𝒖)d𝐴
ℬ

, (5.6) 

此处和方程(3.12)形式一致，灵敏度推导流程也一致，可以直接写出体积分数约束和柔

度目标函数的灵敏度。首先对于体积分数约束，其计算公式为 

𝐼𝑉 =
∫ 𝜌ℬ

s (𝒙; 𝑑)d𝑉
ℬ

∫ d𝑉
ℬ

, (5.7) 

因此体积分数约束的灵敏度为 

𝜕𝐼𝑉
𝜕𝑑

=
∫
𝜕𝜌ℬ

s (𝒙; 𝑑)
𝜕𝑑

d𝑉
ℬ

∫ d𝑉
ℬ

, (5.8) 

其中偏导数
𝜕𝜌ℬ

s (𝒙;𝑑)

𝜕𝑑
由方程(5.3)计算得到，即 

𝜕𝜌ℬ
s (𝒙; 𝑑)

𝜕𝑑
=

{
 
 

 
 0,                       if 𝜉3(𝒙) ∈ [−

𝑡

2
,−
𝑡

2
+ 𝜉2

3̅̅ ̅),                

𝜕H(𝜙𝒮
s(𝒙⊥; 𝑑))

𝜕𝑑
,       if 𝜉3(𝒙) ∈ [−

𝑡

2
+ 𝜉2

3̅̅ ̅,
𝑡

2
− 𝜉1

3̅̅ ̅] ,

0,                         if 𝜉3(𝒙) ∈ (
𝑡

2
− 𝜉1

3̅̅ ̅,
𝑡

2
],                       

(5.9) 

其中
𝜕H(𝜙𝒮

s(𝒙⊥;𝑑))

𝜕𝑑
计算方法和第三章中方程(3.16)一致，此处不再赘述。另外，柔度函数为 

𝐶 = ∫𝜌ℬ
s (𝒙; 𝑑)𝔼: 𝜺3d(𝒖): 𝜺3d(𝒖)d𝑉.

ℬ

(5.10) 

柔度灵敏度可写为（推导过程与(3.17) − (3.26)一致） 

𝜕𝐶

𝜕𝑑
= −∫

𝜕𝜌ℬ
s (𝒙; 𝑑)

𝜕𝑑
𝔼: 𝜺3d(𝒖): 𝜺3d(𝒖)

ℬ

. (5.11) 

5.4 数值实现 

5.4.1 基于偏置操作的实体网格生成技术 

到目前为止，我们已经完成了构建嵌入式组件和刻画薄壁结构材料分布的任务。然

而，前述定义和实际计算仍然存在间隙。具体来说，对任一给定点𝒙，我们难以确定其
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在曲面𝒮上的最近点𝒙⊥，并且难以获得距离𝜉3(𝒙)。为此，我们基于厚度偏置的概念提出

一种实体网格生成技术从而简化上述任务。 

 

图 5.5 基于偏置的实体网格生成技术示意图：(a) 单元的单位法向量定义；(b) 基于偏

置操作生成节点；(c) 通过 1-ring neighborhood 方法定义节点法向量；(d) 生成实体网

格的节点；(e) 曲面单元生成；(f) 实体单元生成 

Fig. 5.5 Schematic illustration of the process of offset-based solid mesh generation scheme: 

(a) definition of the unit normal vector of an element; (b) generating nodes according to the 

offset operation; (c) normal vector definition at a node via the 1-ring neighborhood scheme; 

(d) generating nodes of the solid mesh (taking the positive normal direction as example); (e) 

surface element generation; (f) solid element generation 

 

令𝒮Δ = {𝑽0, 𝑭0}代表曲面𝒮的三角网格（𝒮Δ可通过 CAD 模型生成或者直接从三维扫

描得到），其中𝑽0 = {𝒗0
𝑙 |1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛𝑣}代表节点集，𝒗0

𝑙代表第𝑙号节点的笛卡尔坐标，𝑭0 =

{𝒇0
𝑚|1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛𝑓}代表单元集，𝒇0

𝑚 = (𝑓0
𝑚1, 𝑓0

𝑚2, 𝑓0
𝑚3)为第𝑚号单元的节点编号顺序。以

第𝑚号单元为例（如图 5.5 (a)所示），其单位法向量𝑵𝑚定义为： 

𝑵𝑚 =
𝑳0
𝑚1 × 𝑳0

𝑚2

‖𝑳0
𝑚1 × 𝑳0

𝑚2‖
, (5.12) 
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式中𝑳0
𝑚1 = 𝒗0

𝑓0
𝑚2

− 𝒗0
𝑓0
𝑚1

和𝑳0
𝑚2 = 𝒗0

𝑓0
𝑚3

− 𝒗0
𝑓0
𝑚2

分别代表单元的两条边。构建实体网格ℬΔ

的第一步为节点的生成。假设沿厚度方向生成的实体网格数量为2𝑛𝑒，整体厚度为𝑡。以

曲面网格的第𝑙号节点为例，实体网格的节点根据厚度偏置操作生成为（如图 5.5 (b)所

示）： 

𝒗𝑗
𝑙 = 𝒗0

𝑙 + 𝑗 ∙ 𝑵𝒗
𝑙 ∙

𝑡

2𝑛𝑒
, −𝑛𝑒 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑒 , (5.13) 

式中𝑵𝒗
𝑙为第𝑙号节点的法向量。在经典微分几何中，假设𝒮 = 𝒮(𝑢, 𝑣)为参数化的可微曲

面，其上点 𝑺(𝑢0, 𝑣0)处的单位法向量定义为 𝑵(𝑢0, 𝑣0) = 𝑺𝑢(𝑢0, 𝑣0) × 𝑺𝑣(𝑢0, 𝑣0)/

‖𝑺𝑢(𝑢0, 𝑣0) × 𝑺𝑣(𝑢0, 𝑣0)‖。然而，离散网格的曲面连续性已经被破坏，通常仅具备G0连

续性。因此，此处采用了“1-ring neighborhood”的方法[207]来将连续情况下的法向定义

推广至离散情况。令𝒇0𝑙 = {𝒇0𝑙
𝑚|1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛𝐹

𝑙 }为包含节点𝒗0
𝑙的单元集，在该节点处的法向

量定义为（如图 5.5 (c)所示）： 

𝑵𝒗
𝑙 =

∑ |𝒇0𝑙
𝑚|𝑵𝑚𝒇0𝑙

𝑚∈𝒇0𝑙

‖∑ |𝒇0𝑙
𝑚|𝑵𝑚𝒇0𝑙

𝑚∈𝒇0𝑙
‖
, (5.14) 

式中𝑵𝑚和|𝒇0𝑙
𝑚|分别代表单元𝒇0𝑙

𝑚的法向量和面积。从𝑙 = 1到𝑛𝑣遍历每个节点，实体网格

的节点即可如图 5.5 (d)所示生成。另外，实体网格的单元同样通过偏置操作获得。从𝑚 =

1到𝑛𝑓遍历原始曲面网格上每个单元，第𝑗层曲面网格定义为： 

𝒇𝑗
𝑚 = 𝒇0

𝑚 + 𝑗𝑛𝑣 = (𝑓0
𝑚1 + 𝑗𝑛𝑣 , 𝑓0

𝑚2 + 𝑗𝑛𝑣 , 𝑓0
𝑚3 + 𝑗𝑛𝑣). (5.15) 

上式意味着每一层节点均保留了原始曲面网格的拓扑连接关系（如图 5.5 (e)所示）。进

一步地，第𝑗层沿着正法向的实体网格定义为𝑷𝑗
𝑚 = (𝒇𝑗−1

𝑚 , 𝒇𝑗
𝑚)，如图 5.5 (f)所示。 

总结而言，实体网格装配为ℬΔ = {𝑽ℬ, 𝑷ℬ}，其中𝑽ℬ = {𝒗𝑗
𝑙|1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛𝑣, −𝑛𝑒 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑒}

为节点集，𝑷ℬ = {𝑷𝑗
𝑚|1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛𝑓 , −𝑛𝑒 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛𝑒}为单元集。基于前述定义，刻画薄壁结

构材料布局的障碍（即求解拓扑描述函数𝜙ℬΔ
s (𝒗𝑗

𝑙; 𝑫)）已经被移除。具体而言，对于任

意节点𝒗𝑗
𝑙，其在网格曲面𝒮Δ上的最近点为𝒗0

𝑙，这意味着我们通过定义结构化网格，将投

影点的求解转化为易于实现的下标修改操作。 

5.4.2 结构响应与离散灵敏度求解 

在当前工作中，结构响应采用商业软件 Abaqus 中的 C3D6 实体单元求解。此工作

采用人工材料模型[208]来计算物理属性的分布。对于第𝑒号实体单元，其等效杨氏模量𝐸𝑒

可根据实体材料的杨氏模量𝐸s计算为 

𝐸𝑒 =
∑ (𝜌ℬ

s )𝑒,𝑖
6

𝑖=1

6
𝐸s, (5.16) 
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式中(𝜌ℬ
s )𝑒,𝑖代表材料分布描述函数𝜌ℬ

s (𝒙; 𝑑)离散后取在第𝑒号单元的第𝑖号节点的值。因此，

单元刚度阵可通过人工材料模型表达。以第𝑒号单元为例，其单元刚度阵计算为： 

𝐤𝑒 = ∫ 𝐁⊤𝐃𝑒𝐁d𝑉
 

Ω𝑒

=
𝐸𝑒
𝐸s
∫ 𝐁⊤𝐃s𝐁d𝑉
 

Ω𝑒

=
𝐸𝑒
𝐸s
𝐤0, (5.17) 

式中符号Ω𝑒代表由第𝑒号单元占据的区域，符号𝐁代表应变位移矩阵，𝜌𝑒和𝐃s分别代表人

工密度和实体材料的本构矩阵，且有𝐃𝑒 = 𝜌𝑒𝐃
s成立，𝐤0 = ∫ 𝐁⊤𝐃s𝐁d𝑉

 

Ω𝑒
代表该单元取

作实体的刚度阵。因此，前述灵敏度分析过程根据有限元计算结果实现。具体而言，柔

度的灵敏度具有以下形式： 

𝜕𝐶

𝜕𝑑
= −𝑼⊤

𝜕𝐊

𝜕𝑑
𝑼 = −∑

𝜕𝐸𝑒
𝜕𝑑

𝑼𝑒
⊤𝐤0𝑼𝑒

 

𝐸s

𝑛𝑒

𝑒

= −∑
𝜕𝐸𝑒
𝜕𝑑

𝑛𝑒

𝑒

𝐶𝑒
𝐸𝑒
 , (5.18) 

其中𝑼为区域ℬΔ的位移向量，𝑼𝑒
 为第𝑒号单元的位移向量，𝐊为总体刚度阵，符号𝐶𝑒代表

第𝑒号单元通过有限元分析得到的单元柔度，即单元应变能的二倍。偏导数
𝜕𝐸𝑒

𝜕𝑑
通过公式

(5.9)关于节点的离散形式进行计算。另外，体积分数关于设计变量𝑑的离散灵敏度同理。 

 
图 5.6 自由度删除技术示意图：(a) 原始的计算模型；(b) 依据加载路径识别算法区分

结构外组件（橙色）和结构内的组件（绿色）；(c) 移除的网格；(d) 根据自由度删除

技术生成的窄带网格 

Fig. 5.6 Schematic diagram of the DOF removal technique: (a) original computational model; 

(b) distinguishing structural components (visualized in green) from unstructured components 

(visualized in orange) according to the loading path identification algorithm; (c) removed 

mesh; (d) narrow-band mesh generated from the DOF removal technique 
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5.4.3 自由度删除技术 

得益于 MMC 方法中组件边界的显式化描述，目前工作中的材料布局同样具备清晰

的二值特性。因此，我们采用自由度删除技术（DOF removal technique）[209]进一步提升

优化问题的求解效率。该技术在每一迭代步中均产生一个窄带网格，如图 5.6 所示（以

单加载点情况为例）。具体而言，我们首先实施加载测试来确保外力和位移边界条件均

施加于结构上。其次，利用加载路径识别算法[189]来区分对结构有贡献的组件和结构外

组件（如图 5.6 (b)所示）。最后，自由度删除技术剔除结构外组件，并选择出对结构有

贡献的组件所覆盖的单元与节点，进而形成一个新的用以实际结构分析的窄带网格（如

图 5.6 (d)所示）。 

对于该过程中剔除的弱单元，其相应的离散灵敏度也是零，因此自由度删除技术不

会对于灵敏度的求解结果造成影响。值得注意的是，自由度删除技术类似于网格重划分

技术，因为二者均会在每次迭代中重建网格。然而，自由度删除技术生成新网格的成本

更低。另外，窄带网格模型不受灰度单元影响，这极大地提升了问题求解的精度。 

5.4.4 优化流程与技术备注 

作为技术章节的结尾，此处整理并总结所提出的薄壁结构设计方法流程。该流程主

要包括三个核心步骤，即几何前处理，嵌入式组件布局，以及结构优化的实施。 

首先，基于给定的网格曲面𝒮Δ（作为所考虑的薄壁结构中曲面𝒮的逼近），我们生

成对应的实体网格ℬΔ，并施加边界条件。根据几何特征，将网格曲面分解为多个面片，

即𝒮Δ = ⋃ 𝒫𝑘
𝑛𝒫
𝑘=1 。对每一个面片，我们通过曲面切割操作生成对应的中间曲面𝒫𝑘

∗（亏格

为零的单连通开曲面），并通过共形参数化技术获得共形映射𝑓𝑘: 𝒫𝑘
∗ →ℳ𝑘 , 𝑘 = 1,… , 𝑛𝒫，

其中ℳ𝑘代表第𝑘号参数域。 

其次，在参数域ℳ𝑘中设置组件变量𝑫𝑘，从而生成初始拓扑描述函数𝜙ℳ𝑘

s (𝒑;𝑫𝑘)。

中曲面𝒮的材料分布则由曲面拓扑描述函数刻画为𝜙𝒮
s(𝒙;𝑫𝑘)。投影操作则进一步用于实

体结构中嵌入式组件的布置。 

在建立嵌入式组件后，本方法集成自由度删除技术，调用有限元分析来求解结构响

应和灵敏度，并进一步提交至优化求解器从而更新设计变量。这些步骤与组件布局一起

迭代进行，直到满足收敛准则。最后，本研究能够以较少的设计变量和自由度为代价，

获得具有清晰载荷传递路径和结构边界的最终设计。 

为进一步解释实现细节，下面提供一些技术备注： 

（1） 灵敏度的求解与雅可比转换阵𝐉（表示物理空间到参数域的转换）无关，这极

大简化了计算过程； 
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（2） 为了简化和通用性的考虑，目前的方法采用三角曲面网格和棱柱实体网格；

然而，其他类型的单元包括四边形曲面网格、四面体实体网格和高阶单元，

也可以集成到当前方法中； 

（3） 嵌入式组件也可以使用两个外曲面而不是中曲面来构造；这可以通过将笛卡

尔积改为ℬ = 𝒮1 × [0, 𝑡]或ℬ = 𝒮2 × [−𝑡, 0]的形式实现，这里符号𝒮1和𝒮2表示

两个外曲面； 

（4） 构造嵌入式组件的另一种方法是实体映射：将薄壁结构直接映射到三维标准

参数域；然而，三维实体域的缺乏类似的二维共形结构[210]，因此这种方案具

有诸多实现上的障碍。 

5.5 算例验证 

本节通过三个代表性的具有复杂几何的数值算例来验证所提方法的有效性和高效

性，并进一步研究影响薄壁结构设计结果的一些关键因素，比如中面曲率、边界条件和

体积分数等。在不失一般性的情况下，材料设置为无量纲化。具体而言，各向同性实体

材料的杨氏模量和泊松比分别取为E = 1以及ν = 0.3。所有算例均采用三棱柱单元进行

有限元分析。除非特殊说明外，所有数值算例的体积分数上限均为 40%，采用自由度删

除技术，优化求解器采用移动渐近线方法。当每个设计变量在相邻迭代步间的相对变化

量低于规定的阈值时（即 Tol=0.0001），优化进程中止。 

5.5.1 摆线形薄壁结构算例 

在该算例中，我们测试了摆线形薄壁结构的拓扑优化设计效果，该结构厚度为 0.5，

问题设置如图 5.7 所示。该模型中曲面的结构边界由下列参数方程精确描述： 

{
 
 

 
 𝑥1 = (𝑎 + 𝑏) ∗ cos(𝜃) −

1

𝑛
∗ 𝑏 ∗ cos ((𝑎 + 𝑏) ∗

𝜃

𝑏
) ,

𝑥2 = (𝑎 + 𝑏) ∗ sin(𝜃) −
1

𝑛
∗ 𝑏 ∗ sin ((𝑎 + 𝑏) ∗

𝜃

𝑏
) ,

𝑥3 = 0,                                                                                  

(5.19) 

式中𝜃 ∈ [0,2𝜋]为参数坐标，且有𝑎 = 4，𝑏 = 1，𝑛 = 2。该算例的厚长比在 1/11 到 1/9

之间。曲面网格包括 69290 个单元和 34982 个节点，实体网格则是通过基于偏置的网格

技术生成，且厚度方向上划分 9 个单元。该算例的边界条件展示于图 5.7 (b)中，其四角

施加固定端约束，中心点处沿厚度方向施加幅值为 200的线荷载（由于该线段长度为 0.5，

合力的幅值为 100）。 



大连理工大学博士学位论文 

- 99 - 

 
图 5.7 摆线形薄壁结构的问题设置：(a) 通过中曲面网格（左侧）生成实体网格（右

侧）；(b) 摆线形薄壁结构的位移与外载荷边界条件（外力为中心点处沿厚度方向施加

的线载荷，如右下角所示） 

Fig. 5.7 Problem settings of the cycloid-shaped thin-walled structure: (a) generating the solid 

mesh (right) from the middle surface mesh (left); (b) displacement and external load 

conditions of the cycloid-shaped thin-walled structure (the external load is a line load (right) 

applied at the center point along the thickness direction) 

 

 

图 5.8 摆线形薄壁结构的初始设置：(a) 摆线形薄壁结构的共形映射；(b-d) 组件在参

数域、中曲面、实体域的初始布局 

Fig. 5.8 Initial settings of the epicycloid-shaped thin-walled structure: (a) conformal mapping 

of the middle surface of the epicycloid-shaped thin-walled structure; (b-d) initial layout of 

components in (b) parametric domain, (c) middle surface, and (d) solid domain 
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图 5.9 摆线形薄壁结构的迭代历史和中间结果 

Fig. 5.9 Iteration histories and intermediate results of the epicycloid-shaped thin-walled 

structure 

 

图 5.8 展示了从中曲面到标准参数域的映射过程，以及初始布局中的 72 个组件。

图 5.9 展示了优化迭代历史，从中可以看出在经历了前几十步的振荡后，结构响应在大

约 160 步时趋于稳定，并收敛至𝐶opt = 5.34。此外，图 5.9 展示了一些中间的优化结果，

其中部分组件在迭代过程中逐渐形成加载点与固定端之间的主要承重结构，而其他组件

则随着迭代的进行而逐渐消失。最后，图 5.10 展示了最终的设计方案（𝐶opt = 5.34），

其结果与膜结构的拓扑优化结果相似。 

 
图 5.10 摆线形薄壁结构的优化结果：(a) 俯视图；(b) 侧视图 

Fig. 5.10 Optimized design of the epicycloid-shaped thin-walled structure: (a) top view; (b) 

side view 
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图 5.11 中曲面调整结果的展示：从 Case 1 到 Case 6，参数𝛾分别取为 0，0.025，

0.05，0.10，0.15，0.30 

Fig. 5.11 Illustration of modifications of the middle surface: from case 1 to 6, the parameter 𝛾 

is set as 0, 0.025, 0.05, 0.10, 0.15, 0.30, respectively 

 

为研究曲率对于最终设计的影响，原始薄壁结构的中曲面坐标按照下列方程调整为： 

𝑥3 = 𝛾 ∗ ((𝑥1)2 + (𝑥2)2), (5.20) 

其中，参数𝛾控制曲面的弯曲程度，不同参数取值所得中曲面如图 5.11 所示。这里网格

生成的过程不再赘述，边界条件与图 5.7 (c)保持一致，即四角点固支，中心点处受线荷

载。优化结果如图 5.12 所示。 

 
图 5.12 不同曲率最终设计之间的比较 

Fig. 5.12 Comparison between the final designs with different curvatures 

 

Case 1 和 Case 2 在曲率上略有不同，但这导致了外力传递机制的突变，并最终形成

了不同的优化结构。对于 Case 1，结构主要通过面外弯曲和横向剪切来抵抗外部荷载（由

于几何为平面模型，面内应力相对较小）。而在 Case 2 中，曲率的微小变化使结构隆起，

这极大地提升了面内刚度的利用程度和内力沿曲面方向变形能所占的比例。结果 2 和结

果 3 具有类似的材料分布，但在曲率的影响下，柔度函数差异较大，这可以通过几何诱
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导刚度（geometric-induced rigidity，GIR）效应解释[201,211,212]。因此，薄壁结构的形状和

形貌优化设计均具有提高结构性能的能力。从结果 3 到结果 4，构型的差异不仅仅来源

于不同类型应变能（剪切、膜、弯曲）比例的变化，也可能来自于结构优化中的分岔现

象[213]，即结构优化问题的解在分岔点处不稳定，问题设置参数的微小变化也可能导致

最终设计的突变。在结果 4-6 中，最终设计在中间区域形成了环状结构，这可以有效地

提高整体刚度。上述数值算例表明，在当前边界条件下，四个支座间的连接结构在高圆

顶情况下比在低圆顶结构中更有效（在后三个高圆顶案例中均生成了前三个低圆顶案例

所不具备的环状连接结构）。 

 

图 5.13 基于壳体模型的方法与本工作所提方法的对比：(a) 在壳体模型上施加的边界

条件；(b) 基于壳体模型方法的最终设计，𝐶opt = 1.93；(c) 施加在基于实体方法的边

界条件；(d) 基于实体方法的最终设计，𝐶opt = 8.12 

Fig. 5.13 Comparison of the shell-based approach and the proposed approach: (a) boundary 

conditions applied in the shell model; (b) final design (𝐶opt = 1.93) of the shell-based 

approach; (c) boundary conditions applied in the solid-based approach, which is out of the 

middle surface; (d) final design (𝐶opt = 8.12) of the solid-based approach 

 

在本算例中，我们还比较了基于壳体模型的设计方法（即本文第三章所提方法）和

基于实体计算模型的设计方法所得的优化结果，以证明实体网格在厚度方向上处理边界

条件的能力。首先，我们验证了两种方法的关联性。图 5.13 (a)描述了一个与图 5.11 (b)

中 Case 2 相同几何形状的壳体模型，其角点固定，且在中心点处施加了大小为 100 的法

向力。基于壳体模型的设计方法最终结果如图 5.13 (b)所示，这与基于实体的方法（如

图 5.12 (b)所示）所得结果类似，柔度函数的相对误差为 0.52%。仅基于上述结果，我们

可能会得出基于实体的方法可以被基于壳体模型的方法所取代的观点。然而，下一个数
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值实验则驳斥了这个论断。图 5.13 (c)展示了与图 5.12 (b)结果 2 具有相同几何形状和

外载荷条件的模型，但这里的固定边界改为底面上的四个点（在中曲面外）。优化结果

如图 5.13 (d)所示，从中可以看出最终设计形成了环形的轮廓和多个分叉的杆件结构，

而非直接从加载点连接到固定端。 

 

图 5.14 采用/不采用自由度删除技术的优化结果对比：(a) 有限元时间对比；(b) 最终

设计结果对比；左侧为采用自由度删除技术结果，右侧则为不采用的设计结果 

Fig. 5.14 Optimized results with/without the DOF removal technique: (a) comparison of FEA 

times with and without the DOF removal technique; (b) comparison of final designs with and 

without the DOF removal technique 

 

需要注意的是，壳体模型是基于所谓的中面建模假设构建的，因此基于壳体模型的

方法无法准确地求解上述算例（如图 5.13 (c-d)所示；壳体模型对于中面外的位移边界
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条件通常可以采用运动学假设进行施加，但是针对中面外的力边界条件通常采用积分或

简化手段处理而带来近似误差）。这也是许多类似的基于壳体模型的结构优化方法所面

临的常见问题。相比之下，本章节所提出的方法利用实体网格，可有效解决上述挑战。

然而，实体网格可能会导致沉重的计算负担，因此本研究进一步采用自由度删除技术来

提高计算效率。为证实该技术的有效性和准确性，我们采用图 5.12 (b)中结果 2 所对应

的几何模型和边界条件，对比了该算例中使用和不使用该技术的优化结果。如图 5.14 所

示，结果表明在不影响优化结构的情况下，有限元分析的平均时间从 118.46（秒/步）降

低到 65.26（秒/步），减少 44.91%的结构分析时间。 

5.5.2 瓶状薄壁结构算例 

 

图 5.15 瓶子算例的几何与边界条件：(a) 中曲面模型；(b) 实体模型与边界条件 

Fig. 5.15 Geometry and boundary conditions of the bottle-shaped structure example: (a) 

middle surface model; (b) solid model and boundary conditions 

 

在第二个算例中，我们考虑回转型瓶体的结构设计，如图 5.15 所示。瓶子模型的

几何信息主要展示在图 5.15 (a)中，其中瓶子的总高为 178.8，最大直径为 60.6，瓶颈处

的直径为 21.1。曲体模型根据曲面模型生成，包括 117040 个单元和 58568 个节点，厚

度为 4，厚度方向上划分 6 个单元。图 5.15 (b)展示了边界条件的施加情况，其中在瓶

子的中间环（灰色）上施加了三个具有同样幅值的集中力（|𝑭1| = |𝑭2| = |𝑭3| = 100），

瓶子的顶部和底部（橙色）固定。 

对于这样的回转体，我们可以不同的方式进行映射。最简单的方式即为将曲面直接

映射至平面参数域。或者是将曲面先划分为两部分：底部直接映射，而主体曲面则先施

加曲面切割操作再进行映射。不同映射策略的效果可以通过组件布局的方式直观地展示。

图 5.16 (a-c)展示通过单面片直接映射的过程，其中瓶颈处（红色）被映射至长方形的边

界（如图 5.16 (b)所示）。组件首先被布置于参数域中（如图 5.16 (b)所示）然后映射至

原始结构上。然而，图 5.16 (c)说明了即使该单面片映射是双射且保拓扑的，薄壁结构
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的组件布局仍然严重失真，这是全局映射固有的刚性导致的。我们采用多面片策略解决

该难题。如图 5.16 (d-f)所示，瓶体曲面首先沿着红线切割，再映射到参数域，即图 5.16 

(e)上。由此产生的基于多面片思想的组件布局如图 5.16 (f)所示，其中组件的构型是清

晰可见的（为了展示，底部没有放置组件）。多面片拼接方案保留了几何建模的保真度

和结构的承载性能，同时显著降低了单面片框架下全局映射的畸变。因此，后续的瓶子

设计算例均采用图 5.16 (d-f)所对应的共形参数化策略。 

 

图 5.16 通过基于单面片的全局映射(a-c)和多面片缝合技术(d-f)的组件布局对比 

Fig. 5.16 Comparison of component layouts via a single-patch-based global mapping (a-c) 

and the multi-patch stitching scheme (d-f) 

 

 

图 5.17 瓶子算例的组件初始布局；(a) 参数域中；(b) 原始薄壁结构上 

Fig. 5.17 Initial layout of components of the bottle example: (a) in the parametric domain; (b) 

on the original thin-walled structure 

 

初始组件设置为 3×6 的单胞布局，如图 5.17 所示。优化的迭代历程如图 5.18 所

示，从中可以看出，柔度函数迅速收敛到一个平坦值。在第 30 步，主承力结构已经清

晰形成，随后的优化过程集中在较小组件和结构刚度的微调上。最终设计的柔度为

𝐶opt = 0.6462，如图 5.19 所示。 
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图 5.18 瓶子算例的迭代历史和中间结果 

Fig. 5.18 Iteration histories and intermediate results of the bottle-shaped structure 

 

 
图 5.19 瓶子算例最终设计由三类具有不同功能的分层式组件构成 

Fig. 5.19 Final design of the bottle-shaped shell structure example is composed of three 

categories of hierarchical components with different functionalities 

 

 

图 5.20 瓶子算例不同参数设置的组件初始布局 

Fig. 5.20 Initial layouts of components of the bottle example with different parameter settings 
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从俯视图可以看出，最终设计由三种类型的分级组件构成，每一种都具有抵抗外力

的独特功能。如图 5.19 (a)所示，红色组件在集中力𝑭1的加载点（标记为蓝色十字）形

成一个平台来承受外部载荷，因此这些组件为承力型组件。但由于加载点离固定端较远，

因此需要采用桥连组件（金色）将加载平台连接至固定端，形成主要的传力路径（而非

机构）。除此之外，最终设计还演变出一系列的增强型组件（灰色，第三类），以增强

整个结构的刚度和稳定性。这些组件主要分布在不同的桥连组件之间，形成多个三角形

子结构。在图 5.19 (b)中，最终结构的侧视图显示了沿曲面施加的切向集中力𝑭2的影响。

承力型组件（红色）形成爪形子结构，从而抓取横向的桥连组件（金色），并进一步抵

抗加载点周围的剪切变形。从以上结果可以看出，本章所提方法具备 MMC 方法的多种

优势，比如优化后的结构边界清晰，无需过滤算子处理灰度单元和棋盘格现象，组件具

有特定的力学意义，可为工程师理解和解释最终设计提供便利等。在本例中，我们还检

验了组件初始布局对优化结果的影响。如图 5.20 所示，我们采用了不同的组件布局设

置，其中底部所有组件布局设置为 2×2 的单胞，瓶体部分组件布局设置从左到右依次

为 3×6 单胞，4×8 单胞，5×10 单胞，7×14 单胞。 

 
图 5.21 瓶子算例不同初始布局的最终设计 

Fig. 5.21 Final designs of different initial layouts for the bottle example 

 

图 5.21 为各种布局的最终设计，从中可以看出，不同的主承重结构和柔度函数比

较相近。然而，随着组件布局的细化，更多的细节，如增强型组件被添加到最终设计中。
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因此，我们建议目前的方法可以使用初始组件数量较少的优化结果来快速构建主力传递

路径，而初始组件数量较多的优化结果可以实现具有更多细节的设计。 

 
图 5.22 瓶子算例加筋结构设计的问题设置 

Fig. 5.22 Problem settings of rib-reinforced structure design for the bottle example 

 

 
图 5.23 加筋结构的两个代表性设计：(a) 第一组参数设计的优化结果，𝐶opt = 1.25；

(b) 第一组参数设计结果的无蒙皮展示；(c) 第二组参数设计的优化结果，

𝐶opt =0.54；(d) 第二组参数设计结果的无蒙皮展示 

Fig. 5.23 Two representative designs of rib-reinforced structures; (a) optimized result of the 

first parameter setting (𝐶opt = 1.25); (b) skin-free display of the design results of the first 

parameter setting; (c) optimized result of the second parameter setting (𝐶opt = 0.54); (d) 

skin-free display of the design results of the second parameter setting 
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加筋结构设计是薄壁结构设计的一个重要领域，这在现有算法下可以很容易实现。

如图 5.22 所示，初始组件布局为 4×8 单胞，蒙皮（灰色）厚度设为 2，即整体厚度的

一半。在该算例中，我们展示了两种设置下（蒙皮材料的杨氏模量分别设置为 0.2 和 0.7，

加筋体积分数分别为 0.225 和 0.10）加筋优化的结果，如图 5.23 (a)和图 5.23 (c)所示，

展示时显示蒙皮。图 5.23 (b)和图 5.23 (d)给出了两种设置的优化结果，展示时隐藏蒙

皮。如图 5.23 (b)所示，由于蒙皮的承载能力较弱，加强筋布置与拓扑优化结果，即图 

5.21 (b)相似。相比之下，在第二种设置中，材料体积分数要小得多，从而导致加强筋的

路径更加清晰，如图 5.23 (d)所示。 

5.5.3 三通管道算例 

最后，我们考虑工程中常见的三通管道算例，从而证明所提算法对实际工程结构的

适用性。图 5.24 (a)给出了中曲面模型的主要几何信息。如图所示，三通管道不仅拓扑

结构复杂，而且每个分支都有特定的形状。图 5.24 (b)展示了沿厚度方向生成的实体网

格（厚度为 0.002，包含 8 个单元），该实体网格同时也施加了外载荷和位移边界条件。 

 

图 5.24 三通管道算例的几何与边界条件：(a) 中曲面模型；(b) 实体模型与边界条件 

Fig. 5.24 Geometry and boundary conditions of the tee-branch pipe example; (a) middle 

surface model; (b) solid model and boundary conditions 

 

考虑到该曲面难以直接进行参数化，我们采用多面片拼接技术，如图 5.25 和图 5.26

所示。原始曲面根据几何特征划分为 4 个面片（如图 5.25 所示），第 4 个面片与圆域

（灰色）缝合，形成拓扑圆柱体，如图 5.26 所示。对于每个面片，我们采用曲面切割操
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作获得中间面片，并利用共形参数化技术为四个中间面片构建参数域，以及计算全局拓

扑描述函数。 

 
图 5.25 三通管道算例的原始曲面分割为四个面片 

Fig. 5.25 Partitioning the original surface of the tee-branch pipe example into four patches 

 

 
图 5.26 三通管道算例各曲面片的参数化 

Fig. 5.26 Parameterization of each patch of the tee-branch pipe example 



大连理工大学博士学位论文 

- 111 - 

图 5.27 展示了薄壁结构上每个面片的初始组件布局和材料分布。迭代历史如图 

5.28 所示（在完成第 160 步后中止）。由于 MMC 方法具有设计变量较少的优势，该优

化进程在第 30 步即得到主荷载传递路径，最终得到𝐶opt =43.38 的设计，如图 5.29 所

示。这里两个受力的管道分支上的组件布局类似于二维短梁算例。 

 

图 5.27 三通管道薄壁结构的初始组件布局 

Fig. 5.27 Initial component layout of the tee-branch pipe thin-walled structure 
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图 5.28 三通管道算例的迭代历史与中间设计 

Fig. 5.28 Iteration history and intermediate designs of the tee-branch pipe example 

 

 
图 5.29 三通管道算例拓扑优化的最终设计柔度为43.38 

Fig. 5.29 The final compliance of the topology optimization for the tee-branch pipe example 

is 43.38 
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此外，我们在三通管道上施加了四种不同的边界条件，以研究它们对最终设计的影

响，如图 5.30 (a-d)所示。优化结果如图 5.30 (e-h)所示。从案例 1 到案例 2，施加在左

管上的集中力的大小减小了一半。这一变化导致两个加力管道的设计结果略有改变，并

且在固定端附近的构型完全不同。可能的原因在于：固定的管道分支起到了屏障的作用，

阻碍了载荷在两个下面的管道分支之间传递。因此，集中力只影响应变能的局部分布。

相反，两根加力的管道分支通过固定管道将其载荷传递给固定端。因此，集中力大小分

布的变化导致固定的管道的弯矩差异，并最终导致不同的设计构型。此外，在图 5.30 (g)

中，右侧管道的最终设计与顶部管道相似，这是边界条件均设置为固定端约束所导致的。

图 5.30 (h)中左侧管道的最终设计相对较弱，这可能是因为弯矩相互抵消、进而导致的

较低的应变能分布水平。 

 
图 5.30 三通管道算例不同边界条件的最终设计 

Fig. 5.30 Final designs of the tee-branch pipe example with different boundary conditions 

 

从上述不同边界条件的算例我们可以看出，即使该方法未强制施加相连面片间的连

接性约束，但最终结果并未出现组件断开的情况。为避免该现象是对称边界条件情况下

的特例，我们进一步设置了非对称的边界条件（如图 5.31 (a)所示），验证所提方法可

以自然地保证相邻面片界面上的材料连续性。曲面参数化过程同前文设置保持一致，因

此存在图 5.31 (b)所示的三个界面。组件初始布局和前文一致，如图 5.31 (c)所示，从中

可以看出不同界面处在初始迭代步中确实存在材料不连续的情况。 
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图 5.31 三通管道算例非对称的条件设置 

Fig. 5.31 Asymmetric condition setting for the tee-branch pipe example 

 

图 5.32 和图 5.33 分别展示了迭代历史（在第 114 步收敛）和最终设计。我们可以

看出，优化结果中相邻界面上的材料是连续的。这主要是本文结构优化受柔度函数驱动：

若界面处存在不连续现象，则可以认为是仍然存在提升的空间，因而优化过程将自然趋

向于消除这些不连续特征，以获得更优的结构性能。 

 

图 5.32 非对称算例的迭代曲线与优化历史 

Fig. 5.32 Iteration curves and optimization history of the asymmetric example 
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图 5.33 三通管道非对称算例的最终设计 

Fig. 5.33 Final design of the asymmetric example of the tee-branch pipe 

 

最后，本算例考虑夹层式增强结构设计（即夹芯结构的中间夹层设计），边界条件

如图 5.30 (b)所示，初始构件布置与图 5.27 一致。如图 5.34 所示，外层和内层（视为

不可设计域）的厚度为 0.0005，而设计层的厚度为 0.001。此处设置三种不同的参数进

行分析：体积分数分别为 0.375、0.45 和 0.55，非设计层的杨氏模量分别为 0.15、0.3 和

0.5。在所有情况下，设计层的杨氏模量都设置为 1。优化结果如图 5.35 (a-c)所示，我们

可以发现优化结果中形成了板和桁架的组合结构，这都是传统基于壳体模型的优化方法

无法刻画和实现的。 

 
图 5.34 三明治类型增强结构设计的厚度设置 

Fig. 5.34 Thickness setting of the sandwich-type reinforced structure design 

 

5.6 本章总结 

本章工作基于实体模型和移动可变形组件法提出了一种复杂曲面薄壁结构优化的

新方法。该方法在曲面材料布局的基础上利用投影操作构造了嵌入式的实体组件，并利

用厚度坐标为多类薄壁结构优化问题的材料描述提供了统一的定义。优化列式对应体积

分数约束下的静柔度最小化问题，灵敏度分析部分在连续框架下对体积分数约束和柔度
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目标函数的灵敏度进行了详细的推导。为进一步实现优化问题的求解，本章进一步开发

了基于偏置操作的网格生成技术，从而简化实体嵌入式组件描述下的材料分布计算。本

工作还进一步集成了自由度删除技术，从而提升有限元和优化问题的求解效率。数值算

例表明，本章所提出的设计算法具有迭代次数少、收敛速度快的优点，并且可通过较少

的设计变量和有限元分析自由度为代价，便可获得边界清晰的结构。另外，对比基于壳

单元的设计方法，所提方法可自然地处理沿厚度方向上施加的边界条件、可实现多类设

计问题（包括拓扑优化、加筋设计以及夹芯板优化）的统一求解。 

 
图 5.35 三明治类型增强结构的最终设计：从(a)到(c)，体积分数分别设置为 0.375，

0.45 和 0.55，非设计层的杨氏模量分别设置为 0.15，0.3 和 0.5 

Fig. 5.35 Final structures of the designed domains in the sandwich-type reinforced structure: 

from (a) to (c), the volume fractions are set as 0.375, 0.45 and 0.55, and the Young’s modulus 

of the undesigned layers are set as 0.15, 0.3, 0.5, respectively 
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6 结论与展望 

6.1 研究结论 

本文基于共形参数化技术和移动可变形组件法，面向薄壁结构开展了基于壳体模型

的拓扑优化、形貌设计以及基于实体模型的拓扑优化三个方面的研究，主要研究结论如

下。 

（1）针对壳体拓扑优化问题，本文结合共形参数化技术、曲面切割操作和多面片拼

接技术解决了拓扑描述函数推广至复杂曲面的难题，并进一步构建了薄壁结构材料布局

的显式描述和优化列式。在此基础上，本文基于一般化的壳体能量泛函推导了柔度的灵

敏度表达式，并依据有限元结果推导了离散化的求解方法，最终得到了同时适用于厚壳

与薄壳模型的计算公式。得益于底层的移动可变形组件法，该研究工作具有设计变量少、

收敛速度快、无需过滤处理等优点，且优化结果边界清晰光滑。另外，数值算例还验证

了所提算法结合三维扫描技术的能力以及对于复杂曲面模型的适用性。 

（2）受薄壁结构几何诱导的各向异性现象启发，本文引入曲面形貌扰动作为一种

特定的结构特征来增强刚度，并基于显式拓扑优化思想提出一种新型的形貌优化方法来

设计薄壁结构。其中，拓扑描述函数和样条组件表达使得该方法具有描述复杂形貌的能

力，基于共形参数化技术的嵌入式描述使得该方法能够在曲面上进行形貌变化的刻画，

集成的曲面切割操作和多面片拼接技术则拓展了该方法的几何适用范围，并有效地解决

了映射失真问题。机理验证部分证实了形貌作为一种结构特征增强刚度的能力，同时也

揭示了目标函数关于形貌设计变量的复杂性。优化算例验证了所提设计算法的有效性、

高效性和设计复杂曲面薄壁结构形貌的能力。 

（3）相比壳体模型，实体模型在应对薄壁结构多样化的设计需求和处理边界条件

时更具灵活性。因此，本文基于实体模型和移动可变形组件法构建了一种新型的薄壁结

构显式优化方法。其中，基于共形参数化技术构造的嵌入式组件可自然贴合壳体几何，

从而提升几何建模的精度与效率；根据厚度坐标定义的材料分布实现了多类设计问题的

统一描述；实体模型使得该方法不受壳体模型假设的限制、能够自然地处理沿厚度方向

上施加的边界条件。数值算例验证了该方法统一建模并求解薄壁结构拓扑优化、加筋优

化与夹芯结构优化问题的能力。底层的移动可变形组件法使得该方法设计变量少、迭代

收敛快、并且可以集成自由度删除技术从而进一步提升优化求解效率。 

综合上述，本文面向薄壁结构的优化设计开展了三方面的研究工作，核心支柱为移

动可变形组件法和共形参数化技术。其中，移动可变形组件法作为基础的结构优化方法，
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使得提出的算法具备设计变量少、优化效率高等优点；共形参数化技术（结合曲面切割

操作和多面片拼接技术）主要用以处理薄壁结构的网格并获取参数化平面，进而实现对

不同设计问题显式优化方案的构造。 

6.2 创新点总结 

创新点 1：基于移动可变形组件法和共形参数化技术，构建了一种适用于壳体模型

的显式拓扑优化算法，实现了复杂曲面上材料布局的高效描述和优化。为解决显式拓扑

描述函数推广至曲面的难题，本文引入共形参数化技术构建壳体模型中面的平面参数域，

通过映射-逆映射的方式实现原始薄壁结构的材料分布描述。为进一步提升算法在处理

复杂几何方面的能力，本文结合了曲面切割操作和多面片拼接技术。在优化求解方面，

本文基于一般化的壳体能量泛函推导了灵敏度表达式，所得结果同时适用于厚壳与薄壳

模型。移动可变形组件法使得所提出的优化算法具有设计变量少、收敛速度快、无须过

滤操作等优点，并且优化结果边界清晰、形状光滑。共形参数化技术使得该算法能够直

接处理灵活的网格曲面，从而提升了算法的几何适用性。 

创新点 2：基于嵌入式形貌和样条组件描述，提出了一种新型的形貌设计方法，拓

展了提升薄壁结构性能的途径。受几何诱导的各向异性现象启发，本文将曲面形貌变化

引入薄壁结构设计中，作为一种特定的结构特征来增强结构刚度。为实现薄壁结构的形

貌刻画，本文基于规范化的曲面法向扰动和共形参数化技术构建了一种嵌入式的形貌描

述方法。鉴于形貌变化的灵活性和复杂性，本文结合移动可变形组件法和样条工具，提

出了一种新型的样条形貌组件。为实现形貌优化问题的求解，本文采用形状灵敏度分析

方法推导了结构响应的灵敏度表达式，并结合有限元技术给出了具体的离散计算方法。 

创新点 3：发展了一种基于实体模型的薄壁结构显式设计方法，采用移动可变形组

件法实现了拓扑优化、加筋优化与夹芯层优化问题的统一建模与求解。实体模型在对多

类薄壁结构设计问题进行建模和对边界条件进行处理方面具有优势，但经典三维组件应

用于弯曲的薄壁结构将面临组件贴合的几何约束难题。因此本文基于曲面组件描述方法

和投影操作，提出了一种可自然贴合薄壁结构几何的新型嵌入式组件，并利用厚度坐标

实现多类设计问题的统一建模。为简化嵌入式实体组件的材料分布计算，本文进一步提

出了一种基于偏置操作的实体网格生成技术。得益于移动可变形组件法与有限元网格解

耦的特性，本工作进一步集成了自由度删除技术，有效提升了优化问题的求解效率。 

6.3 未来研究展望 

本文开展了曲壳拓扑优化、薄壁结构形貌设计以及基于实体模型的薄壁结构优化三

个方面的研究，未来可按以下方向进一步探索。 
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首先对于曲壳模型的拓扑优化研究，虽然本工作聚焦于薄壁结构承受静载荷时的柔

度最小问题，但所提出的方法具有良好的通用性，可进一步扩展应用于其他关键力学设

计问题的求解，例如考虑大变形、屈曲、基频等问题的薄壁结构拓扑优化中。 

其次对于形貌设计研究，在该工作中形貌本质上是一种几何域的调整，因此同样具

有提升其他物理响应的能力，例如热传导效率、声压级性能等；曲面形貌扰动还具有调

控结构的潜力，例如控制裂纹扩展路径、控制曲面波导路径等；另外，本工作所提的形

貌扰动与一些制造技术具有天然的联系，例如钣金、数字渐进成型、一体化压铸等，因

此值得进一步探索考虑制造工艺的形貌设计工作。 

最后对于基于实体模型的薄壁结构优化研究，该工作核心是为薄壁结构的拓扑优化、

加筋优化和夹芯板优化问题提供统一的设计方法，对于细分场景可进一步细化实施过程，

比如考虑加筋设计中筋条的截面优化、如何将复合材料的本构融入夹芯板设计中等，这

些问题都具有一定的工程意义和实用价值，因此值得后续进一步探索。 
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附录 1 共形参数化实现过程的相关证明 

本附录旨在为章节 2.1 的命题提供详细的推导。首先是复合拟共形映射的 Beltrami

系数计算。 

命题 A.1.1 令𝑓: Ω1 → Ω2和𝑔:Ω2 → Ω3为两个拟共形映射，各自的 Beltrami 系数分

别为𝜇𝑓和𝜇𝑔，则复合映射𝑔 ∘ 𝑓的 Beltrami 系数为 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + 𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑓̅̅ ̅𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧
. (A. 1.1) 

证明 A.1.1 令𝑧 ∈ Ω1，并且𝑤 = 𝑓(𝑧) ∈ Ω2。对于复函数的复合𝑔 ∘ 𝑓，根据直接计算
[172]，我们有复链式法则 

{

𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧
= (𝑔𝑤 ∘ 𝑓) ∙ 𝑓𝑧 + (𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓) ∙ (𝑓)̅𝑧 ,

𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧̅
= (𝑔𝑤 ∘ 𝑓) ∙ 𝑓𝑧̅ + (𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓) ∙ (𝑓)̅𝑧̅.

(A. 1.2) 

上式中(𝑓)̅
𝑧
=

𝜕𝑓̅

𝜕𝑧
，另外有(𝑓)̅

𝑧̅
=

𝜕𝑓̅

𝜕𝑧̅
= (

𝜕𝑓

𝜕𝑧
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
。此处用括号是为了强调共轭算子和偏导算子

的顺序关系，防止混淆。由于 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧̅
/
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧
, (A. 1.3) 

我们将方程(A. 1.2)带入上式可得 

𝜇𝑔∘𝑓 =
(𝑔𝑤 ∘ 𝑓) ∙ 𝑓𝑧̅ + (𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓) ∙ (𝑓)̅𝑧̅
(𝑔𝑤 ∘ 𝑓) ∙ 𝑓𝑧 + (𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓) ∙ (𝑓)̅𝑧

. (A. 1.4) 

上式中分子分母同除以(𝑔𝑤 ∘ 𝑓) ∙ 𝑓𝑧，可得 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + 𝜇𝑔 ∙ (𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑔 ∙ (𝑓)̅𝑧/𝑓𝑧
. (A. 1.5) 

由于𝜇𝑓̅̅ ̅ = (𝑓𝑧̅/𝑓𝑧)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (𝑓)̅
𝑧
/ (

𝜕𝑓

𝜕𝑧
)

̅̅ ̅̅ ̅̅
，上式可进一步写为 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + 𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑓̅̅ ̅𝜇𝑔(𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧
, (A. 1.6) 

得证。 

命题 A.1.2 当拟共形映射𝑓和𝑔具有关系𝜇𝑓−1 = 𝜇𝑔时，𝜇𝑔∘𝑓 = 0。 

证明 A.1.2 根据方程(A. 1.2)，以(𝑔𝑤 ∘ 𝑓)和(𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓)为未知量，求解线性方程组[171]

可得 



基于移动可变形组件法和共形参数化技术的复杂曲面薄壁结构拓扑优化研究 

- 132 - 

{
 
 

 
 𝑔𝑤 ∘ 𝑓 =

1

𝐽
(
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧
(𝑓)̅

𝑧̅
−
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧̅
(𝑓)̅

𝑧
) ,

𝑔𝑤̅ ∘ 𝑓 =
1

𝐽
(
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧̅
𝑓𝑧 −

𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)

𝜕𝑧
𝑓𝑧̅).          

(A. 1.7) 

上式中𝐽 = 𝑓𝑧(𝑓)̅𝑧̅ − 𝑓𝑧̅(𝑓
̅)
𝑧
= |𝑓𝑧|

2 − |𝑓𝑧̅|
2，第二个方程除以第一个方程可得 

𝜇𝑔 =

𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)
𝜕𝑧̅

𝑓𝑧 −
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)
𝜕𝑧

𝑓𝑧̅

𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)
𝜕𝑧

(𝑓)̅
𝑧̅
−
𝜕(𝑔 ∘ 𝑓)
𝜕𝑧̅

(𝑓)̅
𝑧

, (A. 1.8) 

分子分母同除以
𝜕(𝑔∘𝑓)

𝜕𝑧
，可得 

𝜇𝑔 =
𝑓𝑧

(𝑓)̅
𝑧̅

∙
𝜇𝑔∘𝑓 − 𝜇𝑓

1 − 𝜇𝑔∘𝑓𝜇𝑓̅̅ ̅
 , (A. 1.9) 

当映射𝑓和𝑔具有关系𝜇𝑓−1 = 𝜇𝑔时，可得 

𝜇𝑔 = 𝜇𝑓−1 =
𝑓𝑧

(𝑓)̅
𝑧̅

∙
𝜇𝑓−1∘𝑓 − 𝜇𝑓

1 − 𝜇𝑓−1∘𝑓𝜇𝑓̅̅ ̅
= − (𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓 .

(A. 1.10) 

上式中函数𝑓−1 ∘ 𝑓将坐标映射为自身，因此其系数𝜇𝑓−1∘𝑓为零。上式带入(A. 1.6)，我们

有 

𝜇𝑔∘𝑓 =
𝜇𝑓 + (−(𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓) (𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧

1 + 𝜇𝑓̅̅ ̅ (− (𝑓𝑧/(𝑓)̅𝑧̅) 𝜇𝑓) ((𝑓)̅𝑧̅/𝑓𝑧)
= 0. (A. 1.11) 

得证。 

共形参数化中，边界条件不仅影响映射的求解质量、数值稳定性，更是决定底层几

何理论是否适用的关键因素，其设置主要需要考虑形状和分布。形状的考虑即为目标参

数域的边界形状，前文限制为圆形（调和映射𝑓1: 𝒮 → 𝔻将零亏格单连通可定向开曲面𝒮

映射至复平面中的单位圆盘𝔻），而分布方面则是考虑使得映射的边界（即𝑓1|𝜕𝒮）尽可

能接近共形。基于上述目的，我们采用下列弧长参数化算法，该算法根据边界上线段的

长度比例，将原始曲面边界映射至单位圆上，从而尽可能地保角，接近共形。 

算法 A.1.1（弧长参数化）设边界节点的集合为{𝒗𝑖}𝑖=1
𝑛𝑏 ，该集合中节点预设了单向的

路径顺序。相邻节点连线构成一系列线段，其长度序列为{𝑠𝑖}𝑖=1
𝑛𝑏 ，其中 

{
𝑠𝑖 = |𝒗𝑖+1 − 𝒗𝑖|, 𝑖 ≠ 𝑛𝑏,

𝑠𝑛𝑏 = |𝒗1 − 𝒗𝑛𝑏|.            
(A. 1.12) 

因此，总弧长即为𝑠 = ∑ 𝑠𝑖
𝑛𝑏
𝑖=1 ，相邻节点构成的线段弧长角度即为{𝜃𝑖}𝑖=1

𝑛𝑏 ，其中𝜃𝑖 =

2π𝑠𝑖/𝑠。根据弧长比例关系，按照顺序将边界节点映射至单位圆的边界 

𝑓1(𝒗𝑖) = (cos𝜗𝑖 , sin𝜗𝑖), (A. 1.13) 
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其中𝜗𝑖 = ∑ 𝜃𝑘
𝑖
𝑘=1 代表角度的累积。至此，算法结束。 

下面我们给出离散单元层面的线性函数梯度、三角面片调和能量的推导。 

命题 A.1.3 设𝒮∆
𝑒 = {𝒗1

𝑒 , 𝒗2
𝑒 , 𝒗3

𝑒}为欧氏三角形单元，𝜃𝑖
𝑒 , 𝑖 = 1,2,3为各顶点对应的三角

形内角，单元法向量为𝑵𝑒，𝒙为单元内部任意一点。该单元上定义的线性函数𝑓∆
𝑒(𝒙)按照

插值形式可表达为 

𝑓∆
𝑒(𝒙) =∑𝜆𝑖𝑓∆

𝑒(𝒗𝑖
𝑒)

3

𝑖=1

, (A. 1.14) 

其中𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2,3为形函数。函数𝑓∆
𝑒(𝒙)的梯度为 

∇𝒮
𝑒𝑓∆

𝑒(𝒙) =
1

2𝐴𝑒
∑𝑓∆

𝑒(𝒗𝑖
𝑒)𝒔𝑖

𝑒

3

𝑖=1

, (A. 1.15) 

其中𝐴𝑒为单元面积，𝒔𝑖
𝑒 , 𝑖 = 1,2,3为单元三条边的法向量，见公式(2.16)。面片𝒮∆

𝑒的调和

能量为 

𝐸ℎ
𝑒 =

cot𝜃1
𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒))

2
+
cot𝜃2

𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗3
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒))

2

+
cot𝜃3

𝑒

2
(𝑓∆

𝑒(𝒗1
𝑒) − 𝑓∆

𝑒(𝒗2
𝑒))

2
. (A. 1.16)

 

证明 A.1.3 由于单元上的点𝒙满足𝒙 = ∑ 𝜆𝑖𝒗𝑖
𝑒3

𝑖=1 ，根据函数𝑓∆
𝑒(𝒙)的线性性质，可得

方程(A. 1.14)。下面推导方程(A. 1.15)以及(A. 1.16)。 

如图 A.1.1 所示，以二号节点对应的面积坐标𝜆2为例，法向量𝒔2
𝑒的含义为模长为

|𝒗1
𝑒 − 𝒗3

𝑒|、垂直于向量𝒗1
𝑒 − 𝒗3

𝑒、指向单元内部的向量。因此，顶点𝒗1
𝑒、𝒗3

𝑒和𝒙构成的三

角形面积为𝜆2𝐴
𝑒 = (𝒙 − 𝒗1

𝑒) ∙ 𝒔2
𝑒/2 = (𝒙 − 𝒗3

𝑒) ∙ 𝒔2
𝑒/2。 

 

图 A.1.1 边界法向量的定义 

Fig. A.1.1 Definition of boundary normal vectors 

 

类似地，对于任一面积坐标𝜆𝑖，其表达式按照单元边界的法向量表示为 
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𝜆𝑖 =
(𝒙 − 𝒗𝑘

𝑒) ∙ 𝒔𝑖
𝑒

2𝐴𝑒
, (A. 1.17) 

其中𝑘 = 1,2,3; 𝑘 ≠ 𝑖。将上式带入方程(A. 1.14)可得 

𝑓∆
𝑒(𝒙) =

1

2𝐴𝑒
∑(𝒙 ∙ 𝒔𝑖

𝑒𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒) − 𝒗𝑘
𝑒 ∙ 𝒔𝑖

𝑒𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒))

3

𝑖=1

, (A. 1.18) 

其中𝒗𝑘
𝑒 ∙ 𝒔𝑖

𝑒𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒)是关于𝒙的常量，因此 

∇𝒮
𝑒𝑓∆

𝑒(𝒙) =
1

2𝐴𝑒
∑𝑓∆

𝑒(𝒗𝑖
𝑒)𝒔𝑖

𝑒

3

𝑖=1

. (A. 1.19) 

面片𝒮∆
𝑒的调和能量为 

𝐸ℎ
𝑒 = ∫ |∇𝒮

𝑒𝑓∆
𝑒(𝒙)|2d𝐴

 

𝒮∆
𝑒

. (A. 1.20) 

定义记号𝑔𝑖 = 𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒), 𝑖 = 1,2,3。将方程(A. 1.19)带入上式可得 

4𝐴𝑒𝐸ℎ
𝑒 =∑(𝑔𝑖)

2𝒔𝑖
𝑒 ∙ 𝒔𝑖

𝑒

3

𝑖=1

+ 2(𝑔1𝑔2𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 + 𝑔1𝑔3𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 + 𝑔2𝑔3𝒔2
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒). (A. 1.21) 

由于 

{

𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔1

𝑒 = −𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 − 𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 ,

𝒔2
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 = −𝒔2
𝑒 ∙ 𝒔1

𝑒 − 𝒔2
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 ,

𝒔3
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 = −𝒔3
𝑒 ∙ 𝒔1

𝑒 − 𝒔3
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 ,

(A. 1.22) 

方程(A. 1.21)可进一步简化得到 

−4𝐴𝑒𝐸ℎ
𝑒 = (𝑔1 − 𝑔2)

2𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 + (𝑔1 − 𝑔3)
2𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 + (𝑔2 − 𝑔3)
2𝒔2
𝑒 ∙ 𝒔3

𝑒 , (A. 1.23) 

其中 

𝒔1
𝑒 ∙ 𝒔2

𝑒 = −2𝐴𝑒 cot 𝜃3
𝑒 ,     𝒔2

𝑒 ∙ 𝒔3
𝑒 = −2𝐴𝑒 cot 𝜃1

𝑒 ,     𝒔3
𝑒 ∙ 𝒔1

𝑒 = −2𝐴𝑒 cot 𝜃2
𝑒 . (A. 1.24) 

因此我们有 

𝐸ℎ
𝑒 =

1

2
((𝑔1 − 𝑔2)

2 cot 𝜃3
𝑒 + (𝑔1 − 𝑔3)

2 cot 𝜃2
𝑒 + (𝑔2 − 𝑔3)

2 cot 𝜃1
𝑒), (A. 1.25) 

带入𝑔𝑖 = 𝑓∆
𝑒(𝒗𝑖

𝑒)可得方程(A. 1.16)，得证。 

下面我们推导给定 Beltrami 系数重构拟共形映射时所需满足的方程。 

命题 A.1.4 令𝜇𝑓1−1 = 𝜌 + 𝑗𝜏为逆映射𝑓1
−1的 Beltrami 算子，𝑓2(𝑥 + 𝑗𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +

𝑗𝑣(𝑥, 𝑦): 𝔻 → ℳ为重构的拟共形映射。根据条件𝜇𝑓2 = 𝜇𝑓1−1，函数𝑓2的分量满足 

{
∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑢) = 0,       in  𝔻,

∇2d
⊤ ⋅ (𝐀 ⋅ ∇2d𝑣) = 0,       in  𝔻,

 
(A. 1.26) 

其中𝐀 = [
𝛼1 𝛼2
𝛼2 𝛼3

]，𝛼1 =
(𝜌−1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
，𝛼2 = −

2𝜏

1−𝜌2−𝜏2
，𝛼3 =

(𝜌+1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
。 
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证明 A.1.4 利用 Beltrami 方程可得 

𝜇𝑓2 =

𝜕𝑓2
𝜕𝑧̅
𝜕𝑓2
𝜕𝑧

=
𝑢𝑥 + 𝑗𝑣𝑥 + 𝑗(𝑢𝑦 + 𝑗𝑣𝑦)

𝑢𝑥 + 𝑗𝑣𝑥 − 𝑗(𝑢𝑦 + 𝑗𝑣𝑦)
, (A. 1.27) 

因此 

(𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 + 𝑗(𝑣𝑥 + 𝑢𝑦)) = (𝜌 + 𝑗𝜏)(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 + 𝑗(𝑣𝑥 − 𝑢𝑦)), (A. 1.28) 

化简可得 

{
𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = 𝜌(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦) − 𝜏(𝑣𝑥 − 𝑢𝑦),

𝑣𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝜌(𝑣𝑥 − 𝑢𝑦) + 𝜏(𝑢𝑥 + 𝑣𝑦).
(A. 1.29) 

因此 

{
(𝜌 − 1)𝑢𝑥 + (𝜌 + 1)𝑣𝑦 − 𝜏𝑣𝑥 + 𝜏𝑢𝑦 = 0,

(𝜌 − 1)𝑣𝑥 − (𝜌 + 1)𝑢𝑦 + 𝜏𝑢𝑥 + 𝜏𝑣𝑦 = 0.
(A. 1.30) 

写成矩阵形式可以得到 

[
(𝜌 − 1) 𝜏

𝜏 −(𝜌 + 1)
] [
𝑢𝑥
𝑢𝑦
] = [

𝜏 −(𝜌 + 1)

(1 − 𝜌) −𝜏
] [
𝑣𝑥
𝑣𝑦
] , (A. 1.31) 

并且有 

{
 
 

 
 [
(𝜌 − 1) 𝜏

𝜏 −(𝜌 + 1)
]
−1

=
1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[
(𝜌 + 1) 𝜏

𝜏 (1 − 𝜌)
],    

[
𝜏 −(𝜌 + 1)

(1 − 𝜌) −𝜏
]
−1

=
1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[

𝜏 −(𝜌 + 1)

(1 − 𝜌) −𝜏
] .

(A. 1.32) 

由于‖𝜇𝑓‖∞ < 1，上式左侧的两个矩阵求逆运算成立。将𝑢𝑥和𝑢𝑦用𝑣𝑥和𝑣𝑦表示，以及将

𝑣𝑥和𝑣𝑦用𝑢𝑥和𝑢𝑦表示，得到 

{
 
 

 
 [
𝑢𝑥
𝑢𝑦
] =

1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[

2𝜏 −𝜏2 − (1 + 𝜌)2

𝜏2 + (1 − 𝜌)2 −2𝜏
] [
𝑣𝑥
𝑣𝑦
] ,

[
𝑣𝑥
𝑣𝑦
] =

1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[

−2𝜏 𝜏2 + (1 + 𝜌)2

−𝜏2 − (1 − 𝜌)2 2𝜏
] [
𝑢𝑥
𝑢𝑦
] .

(A. 1.33) 

因此 

{
 
 

 
 [

𝑢𝑦
−𝑢𝑥

] =
1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[
𝜏2 + (1 − 𝜌)2 −2𝜏

−2𝜏 𝜏2 + (1 + 𝜌)2
] [
𝑣𝑥
𝑣𝑦
] ,

[
−𝑣𝑦
𝑣𝑥
] =

1

𝜏2 + 𝜌2 − 1
[
𝜏2 + (1 − 𝜌)2 −2𝜏

−2𝜏 𝜏2 + (1 + 𝜌)2
] [
𝑢𝑥
𝑢𝑦
] .

(A. 1.34) 

令𝐀 = [
𝛼1 𝛼2
𝛼2 𝛼3

]，其中𝛼1 =
(𝜌−1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
，𝛼2 = −

2𝜏

1−𝜌2−𝜏2
，𝛼3 =

(𝜌+1)2+𝜏2

1−𝜌2−𝜏2
，上式可整理为 
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{
[
−𝑢𝑦
𝑢𝑥

] = 𝐀 ⋅ ∇2d𝑣,

[
𝑣𝑦
−𝑣𝑥

] = 𝐀 ⋅ ∇2d𝑢.
(A. 1.35) 

由于∇2d
⊤ ⋅ (−𝑢𝑦, 𝑢𝑥) = 0，∇2d

⊤ ⋅ (𝑣𝑦, −𝑣𝑥) = 0，我们得到方程(A. 1.26)，得证。 
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攻读博士学位期间科研成果及科研项目 

学位相关期刊论文 

[1] Wendong Huo, Chang Liu*, Zongliang Du, Xudong Jiang, Zhenyu Liu, Xu Guo*. 

Topology optimization on complex surfaces based on the moving morphable components 

(MMCs) method and computational conformal mapping (CCM). Journal of Applied 

Mechanics-Transactions of The ASME 2022 89(5): 051008. (SCI: 000777735100004, 

IF: 2.6, 本学位论文第三章). 

[2] Wendong Huo, Chang Liu*, Yilin Guo, Zongliang Du, Weisheng Zhang, Xu Guo*. 

Explicit topography design for complex shell structures based on embedded spline 

components. Journal of the Mechanics and Physics of Solids 2025 196: 105974. (SCI: 

001390328800001, IF: 6.0, 本学位论文第四章). 

[3] Wendong Huo, Chang Liu*, Yunpu Liu, Zongliang Du, Weisheng Zhang, Xu Guo*. A 

novel explicit design method for complex thin-walled structures based on embedded solid 

moving morphable components. Computer Methods in Applied Mechanics and 

Engineering 2023, 417: 116431. (SCI: 001097388400001, IF: 7.3, 本学位论文第五章). 

[4] Xudong Jiang, Wendong Huo*, Chang Liu*, Zongliang Du, Xiaoyu Zhang, Xiao Li, Xu 

Guo*. Explicit layout optimization of complex rib-reinforced thin-walled structures via 

computational conformal mapping (CCM). Computer Methods in Applied Mechanics 

and Engineering 2023 404: 115745. (SCI: 000896882700007, IF: 7.3, 本学位论文第四

章). 

[5] Xudong Jiang, Chang Liu*, Zongliang Du, Wendong Huo, Xiaoyu Zhang, Feng Liu, Xu 

Guo*. A unified framework for explicit layout/topology optimization of thin-walled 

structures based on Moving Morphable Components (MMC) method and adaptive ground 

structure approach. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 2022 396: 

115047. (SCI: 000806012900002, IF: 7.3, 本学位论文第三章、第五章部分内容). 

 

其他期刊论文 

[1] 黄孟成, 霍文栋, 刘畅, 杜宗亮*, 郭旭*. 基于模板的子结构多分辨率拓扑优化. 力

学进展 2021 51: 901-909. (EI: 20215111333007, IF: 1.82). 

[2] Chang Liu, Yanbo Ren, Shixin Zhao, Xianglong Cao, Yilin Guo, Wendong Huo*, Xu 

Guo. Hierarchical shape optimization for complex shell structures considering global and 

local shape perturbations. Structural and Multidisciplinary Optimization 2025 68.10: 1-

23. (SCI: 001578325300002, IF: 3.6, 本学位论文第四章、第五章部分内容). 
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学术会议报告 

[1] Wendong Huo, Chang Liu, Xu Guo. Explicit design of complex shell structures based on 

the moving morphable component approach. The 26th International Congress of 

Theoretical and Applied Mechanics (ICTAM-26), Daegu, Korea, 2024.08. 

[2] Wendong Huo, Chang Liu, Xu Guo. Explicit design framework of shell structures based 

on the moving morphable component method and the dimensionality reduction mapping 

technique. The Asian Congress of Structural and Multidisciplinary Optimization 2024 

(ACSMO-2024), Zhengzhou, China, 2024.05. 

[3] 刘畅, 郭一麟, 霍文栋, 曹祥龙, 郭旭. 面向复杂薄壁结构的显式优化设计软件. 第

二届开源工业软件产品化集成赛, 苏州, 中国, 2024.04.  

[4] Wendong Huo, Chang Liu, Xu Guo. Topology optimization on complex surfaces based 

on the moving morphable component method and computational conformal mapping. The 

15th World Congress of Structural and Multidisciplinary Optimization (WCSMO-15), 

Cork, Ireland, 2023.06. 

 

发明专利 

[1] 郭旭, 刘畅, 蒋旭东, 霍文栋; 杜宗亮. 一种薄壁加筋结构的加筋布局优化方法:中

国. 专利类型: 发明专利. 授权公告号: CN115630542B, 授权公布日: 2023.09.01. 

[2] 郭旭, 刘畅, 霍文栋, 张维声, 杜宗亮. 一种基于嵌入式组件的复杂薄壁结构优化设

计方法: 中国. 专利类型: 发明专利. 授权公告号: CN116484509B, 授权公布日: 

2024.01.30. 

[3] 郭旭, 刘畅, 霍文栋, 张维声, 杜宗亮. 基于嵌入式样条组件的复杂壳体结构显式形

貌优化方法: 中国. 专利类型: 发明专利. 发明公告号: CN118965894A, 发明公开

日: 2024.11.15. 

 

参与科研项目 

[1] 国家自然科学基金重点项目(11732004): 显式几何描述下考虑非概率不确定性的连

续体结构拓扑优化研究, 2018-2022, 负责人: 郭旭. 

[2] 国家重点研发计划青年项目(2022YFB3303000): 基于体细分表示的复杂设计域超

大规模等几何拓扑优化研究, 2022-2025, 负责人: 刘畅. 

[3] 国家重点研发项目(2023YFB3309104): 通用 CAE 隐式求解引擎研发, 2023-, 负责人: 

郭旭. 
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致    谢 

时光如梭！六年的研究生阶段已悄然过去，在这场神奇的经历开始前我曾以为前路

漫漫，没想到蓦然回首也是弹指一挥间。故事启始于二〇一八年暑期的某个下午，当时

有幸参与大工举办的暑期夏令营，近距离地去了解科研以及向往的计算力学。在那次活

动上我联系了后来的导师郭旭教授，一场宏大的冒险就此展开。 

读博之前，我听说过所谓的三篇或两篇论文毕业的说法，但实际上对于博士的涵义

与内核一无所知。所幸能够在郭老师的悉心指导下，深化认识并探索未知。不同于传统

意义的指导，郭老师对我的引导和启发可追溯至前文所述的夏令营活动。当时我表达了

内心的纠结：如果以后想走科研相关的道路，本科期间所接受的工科教育是否会造成一

定程度的弱势，毕竟力学有着非常强烈的数理结合的特征。郭老师的一席话则直接打消

了我的疑虑：知识应该是主动追寻得来的，而不是被动地靠老师送来的。这也彻底地改

变了我的学习模式——从为了完成课业而应付考试、到为了解决问题而追根溯源。其实，

这种颠覆性的场景在这些年里可谓数不胜数，传达的理念也成为了我的无价之宝，千金

不换；例如，科研的目的与真问题和真学问、“论文-程序-项目”的三位一体式教育模

式等等。类似的还有一些科学观念上的革新，比如，在力学与泛函分析的课堂上带着我

们从无到有逐步搭建理论的“基础设施”、在讲座中为我们阐释最小作用量原理和优化

的关系、MMC 和 MMV 方法的对偶关系等。 

在科研工作的指导上，郭老师向来是以身作则、以事揭理。犹记二一年年底，当时

我正在整理第一个壳体拓扑优化的科研工作，写出来的“东西”却是一言难尽，远称不

上论文。郭老师则从百忙之中抽出时间带领我，从文章的组织架构到行文的安排逻辑、

从创新点的提取凝练到解题的思路表述、从符号的规范表达到图表的数据可视化…事无

巨细、全方位地进行修改与更正，历经一周时间不断迭代更新形成的终版相比初始已经

脱胎换骨，这也让我感叹和自愧不已。类似的还有教我们如何采用幻灯片介绍科研工作

等。还有一点需要特别感谢的是，开明的郭老师长期以来提供的信任和支持，给予我在

学习、科研、项目、编程等多方面的自由度，让我能够不受拘束地一展身手。吾有此师，

何其幸哉！ 

第二位必须特别感谢的是我的副导师刘畅老师，刘老师也是全程参与了我读博期间

的每个部分与环节。从做科研、做项目，到出差、参加比赛…这么多美好的回忆！和刘

老师一起参与的第一个项目是一个螺栓优化相关的工作，沿用了马奔奔师兄的螺栓和接

触模型，在此一并感谢。当时我还从未做过工程项目、不知从哪下手，幸好刘老师逐步

引导、步步为营并最终达到验收要求、顺利完成项目。在这样细致指导的基础上，我后
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来再遇到工程项目问题，也知道需要将一个遥远和宏大的指标分解为多个细小的进程加

以解决。其他参与的项目还有一些，每次习得的经验都不尽相同；例如，参与华为音频

振膜设计的项目时感受到了过程管理的必要性与高效性，参与加筋与整流壳设计时意识

到科研选题应当格物致知以避免流于虚空之学等等。这些经验不仅对于科研、项目有用，

一定程度上也塑造了我的行事准则，在此对于一起参与项目的各位同伴表示感谢！所谓

读万卷书和行万里路，与刘老师出差便是万里之行的具象化解释。在这些出差经历中，

我增长了见识、拓宽了视野、加深了我对交流沟通和时间观念重要性的认识，而在多次

比赛的过程中，我则学习了商业运作的少量知识以及明白了算法集成为软件的必要性。

此外，还要感谢杜宗亮老师在板壳力学方面的指导，感谢张维声老师在博士论文写作思

路上的宝贵建议，以及梅跃老师平日的关心。感谢预答辩、送审与正式答辩中的评委老

师抽出宝贵时间，对我的论文进行指导，并提出了许多宝贵的意见和建议。 

感谢五零九室及其它教研室的师兄弟姐妹们。从一九年夏天入校时崔师兄替我们找

空位，到二一年跟着旭东师兄学习加筋设计算法与程序，到同年和旭兵、徐武等同届伙

伴一起组织新生培训，再到后来和文宇、祥龙、晓洋、彦博等师弟一同攻克工程项目难

题…一路走来我们风雨同舟、携手共济；也正因为有你们相伴，我的博士之旅才不觉孤

单和漫长。 

特别感谢本科导师余波教授在大学期间提供的科研机会。自一七年十月开始，我便

加入了余老师的课题组，在余老师的指导下先后学习了边界元、有限元和样条函数等数

值工具，并逐步开始了等几何边界元底层算法的开发。到现在我仍然记得，当时所在的

103b 室曾经放置过岛津试验机，门上还留着疲劳实验室的牌子；也非常怀念那些学习到

疲倦的夜晚，与闯哥、月哥等师兄一同到西门口隔壁超市买小零食的惬意。感谢本科期

间教授过我基础力学知识的牛忠荣、刘一华等诸位老师。感谢本科期间同学好友的相伴。 

感谢中国共产党、感谢人民政府，在当今不甚太平的世界局势中，保护我们国家免

受外敌侵扰；也让我有幸能够在个人成长期间见证人民共和国的日益强大。感谢学校、

学院和力学系这么多年来提供优越的科研环境，尤其在临近毕业之际让我更是觉得平时

的这些条件实属来之不易。感谢了不起的 0801，这里的问题关乎重大装备的服役安全，

必须予以高度关注；也让我在本真理想与具身现实之间找到了平衡与可行解。 

感恩生我养我的父母，这篇论文也凝聚着你们的牵挂，感恩你们无私的倾注和给予。 

珍贵的时光总是短暂。最后再次感谢所有指导、帮助和支持过我的老师、同学、亲

人朋友们。 

霍文栋 

07.15.2025 

一〇九室，大学生活动中心，大连理工大学 
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